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Obrazek 1: Souostrovi Galapagy na druzicovém snimku z 12. bfezna 2002. Nejvétsi ostrov ve tvaru
pismene L je Isabela, vlevo od néj lezi Fernandina. Snimek: Jacques Descloitres, MODIS Rapid
Response Project, NASA/GSFC (volné dilo).

Galapagy lezi v Tichém oceanu asi tisic kilometri od pobfezi Ekvadoru. Na snimku je vidét,
jak odlisné ostrovy souostrovi tvori: nékolik obrovskych sopeénych ostrovi a mnoho malych
ostravka a skalek. Botanici na nich spocitali druhy cévnatych rostlin a zjistili, Ze vétsi ostrovy jich
hosti vice. Takovy vztah ekologové znaji z ostrovi, horskych vrcholt i ostravki lesa v zemédélské
krajiné.

Jak rychle roste pocet druhi rostlin s plochou ostrova? Ma ostrov, ktery je dvakrat vétsi, také
dvakrat vice druht?

Nez si odpovite, zkuste odhadnout: kdyby ostrov mél desetkrat vétsi plochu, kolikrat vice druht
byste na ném cekali? Na konci lekce sviij odhad porovnate s tim, co ukazou data.



1 Co prozradil oblouk v residuich stromu?

Abychom na otazku o ostrovech mohli odpovédét, budeme potiebovat popsat zakfiveny vztah. S
takovym vztahem jsme se setkali uz v pfedchozi lekci, kde jsme porovnavali kandidatni modely
pro vysku jehlicnant. Nejlépe obhajitelny byl aditivni model s primérem kmene a druhem
stromu. U jeho residui vSak zustal jeden vzor, ke kterému se nyni vratime.
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Obrazek 2: Residua aditivniho modelu pro vysku stromu z predchozi lekce podle odhadnuté
vysky. Oranzova kfivka pouze vyhlazuje prabéh bodu, aby byl vzor 1épe vidét.

Co residua fikaji o pfimce?

Kde lezi residua pfevazné nad nulou a kde pod nulou? Co by to znamenalo pro tvar vztahu
mezi primérem kmene a vyskou stromu?

U nejmensich a nejvétsich stromu lezi residua prevazné pod nulou, uprostied nad nulou. Model
tedy u krajnich stromt vysku systematicky precenuje a u stfedné velkych podcenuje. Takovy
oblouk v residuich naznacuje, ze skute¢ny vztah je zakiiveny, zatimco model piedpo-
klada piimku. Zadna z porovnavanych p¥imek tento vzor neodstranila. Zda a jak oblouk zmizi,
zjistime ve chvili, kdy budeme umét ménit tvar vztahu; k témto stromiim se vratime na konci
lekce.

Predchozi lekce proto skoncila otevienou otazkou: co délat, kdyz zadny kandidat sloZeny z pfimek
nestaci? Tato lekce na ni odpovi. Uvidime, Ze linearni model umi popsat i zakfiveny vztah, pokud
vhodné upravime proménné. Piedtim se ale musime naucit popisovat tvar — tvar rozdéleni
hodnot i tvar vztahu.



2 Co se v této lekci naudite

Po prostudovani lekce budete umét:

« popsat tvar rozdéleni proménné nebo residui pomoci histogramu a Q-Q grafu a posoudit, zda
je tento tvar pro linedrni model podstatny;

« rozli8it transformace, které méni jen polohu a méfitko hodnot (zména jednotek, centrovani, z-
-skore), od transformaci, které méni tvar (logaritmus, odmocnina);

« rozpoznat zakfiveny vztah v datech a navrhnout jednoduché feseni;

« porovnat nékolik biologicky smysluplnych tvart vztahu jako kandidatni modely;

« vysvétlit, jak transformace méni interpretaci koeficientt modelu.

3 Tvar rozdéleni

3.1 Jeden radek tabulky predstavuje jeden ostrov

Budeme pracovat s klasickymi daty o rostlinach Galapag, ktera publikovali M. P. Johnson a P. H.
Raven (1973). Kazdy radek tabulky predstavuje jeden ostrov. Pro kazdy ostrov zname:

Proménna Vyznam Jednotka
ostrov nazev ostrova -
pocet_druhu pocet druhii cévnatych rost- | pocet

lin
pocet_endemitu pocet druhiti, které nerostou | pocet

nikde jinde na svété

plocha_km2 plocha ostrova km?

nejvyssi bod m nadmotska vyska nejvyssiho | m n. m.
bodu ostrova

vzdalenost nejblizsi km vzdalenost k nejbliz§imu ost- | km
rovu

vzdalenost_santa_cruz_km | vzdalenost k ostrovu Santa | km
Cruz

plocha sousedniho km2 plocha nejblizsitho sousedni- | km®
ho ostrova

Hlavni odezvou bude pocet druhi rostlin a hlavnim prediktorem plocha ostrova. Ostatni promén-
né pouzijeme pro srovnani tvar rozdéleni a pro praci s riznymi jednotkami.

# NacCteme pripravenou vyukovou tabulku
data _ostrovy <-
read.csv(



file = here::here("data", "druhy galapagy.csv"),
stringsAsFactors = FALSE

Doplnujici: pavod dat a pfiprava tabulky

Tabulka pochazi z datasetu galamiss v balicku faraway verze 1.0.9 (J. Faraway), ktery je Sifen
pod licenci GPL. Hodnoty prevzal z ¢lanku M. P. Johnson a P. H. Raven (1973): Species number
and endemism: The Galapagos Archipelago revisited. Science 179: 893-895. Pouzivame verzi
galamiss, kterd zachovava puvodni chybéjici hodnoty. Sestersky dataset gala je pro pohodli
dopliuje, a proto jej nepouzivame.

Nasledujici kod stahne zdrojovy balicek z archivu CRAN, ovéfi jeho otisk SHA-256, nacte z
néj tabulku bez instalace balicku a ulozi vyukovou verzi s ¢eskymi nazvy proménnych. Radky
ani hodnoty nemeéni.

# Stdhneme pripnutou verzi zdrojového balicku z archivu CRAN
cesta archiv <-
tempfile(fileext = ".tar.gz")

download. file(
url = paste0(
"https://cran.r-project.org/src/contrib/Archive/",
"faraway/faraway 1.0.9.tar.gz"
Do
destfile = cesta archiv,
mode = "wb"

# Ovérime, Ze jsme stdhli presné ocekdvany soubor
stopifnot(
digest::digest(
object = cesta archiv,
algo = "sha256",
file = TRUE
) == paste0(
"1074ed85a0cf018fc2fd3e2a48bed666",
"b2fa®6b8461b7a3820aeb67b34a52d5d"

# Rozbalime z archivu jen soubor s daty



https://cran.r-project.org/package=faraway

cesta slozka <- tempfile()

untar (

tarfile = cesta archiv,
"faraway/data/galamiss.rda",
cesta slozka

files
exdir

# Nac¢teme plvodni tabulku galamiss
load(
file = file.path(
cesta slozka,
"faraway",
"data",
"galamiss.rda"

# Nazvy ostrovd jsou ulozené jen jako ndzvy radki bez mezer
vec _nazvy ostrovu <-
gsub (
pattern = "\\.",
replacement = " ",
X = rownames(galamiss)

vec_nazvy ostrovu <-
gsub (
pattern = "([a-z])([A-Z0-9])",
replacement = "\\1 \\2",
X = vec_nazvy ostrovu

# Sestavime vyukovou tabulku s ceskymi nazvy proménnych
data ostrovy priprava <-
data. frame(
ostrov = vec_nazvy ostrovu,
pocet druhu = as.integer(galamiss$Species),
pocet endemitu = as.integer(galamiss$Endemics),
plocha km2 = galamiss$Area,
nejvyssi bod m = galamiss$Elevation,
vzdalenost nejblizsi km = galamiss$Nearest,




vzdalenost santa cruz km = galamiss$Scruz,
plocha sousedniho km2 = galamiss$Adjacent

# Ulozime tabulku; chybéjici hodnoty zlstanou prazdné
write.csv(
x = data_ostrovy priprava,
file = here::here("data", "druhy galapagy.csv"),
row.names = FALSE,
na = ""

Kod potrebuje balicek digest. Stejny postup obsahuje skript R/prepare galapagos data.R
v repozitari lekce

3.2 Co v tabulce chybi a co je neobvyklé?

Nez za¢neme cokoli modelovat, tabulku prohlédneme. Zajimé néas struktura proménnych, chybé-
jici hodnoty a rozsahy, které by mohly prozradit chybu nebo neobvyklé pozorovani.

# Prohlédneme prvni radky tabulky

head (

x = data_ostrovy,

n==~6
)

ostrov pocet druhu pocet endemitu plocha km2 nejvyssi bod m

1 Baltra 58 23 25.09 NA
2 Bartolome 31 21 1.24 109
3 Caldwell 3 0.21 114
4 Champion 25 0.10 46
5 Coamano 2 1 0.05 NA
6 Daphne Major 18 11 0.34 NA

vzdalenost nejblizsi km vzdalenost santa cruz_km plocha sousedniho_ km2
1 0.6 0.6 1.84
2 0.6 26.3 572.33
3 2.8 58.7 0.78
4 1.9 47.4 0.18
5 1.9 1.9 903.82
6 8.0 .0 1.84



# Ovérime datové typy proménnych
str(object = data ostrovy)

'data.frame': 30 obs. of 8 variables:

$ ostrov : chr "Baltra" "Bartolome" "Caldwell" "Champion" ...
$ pocet druhu :int 58 31 3252 18 24 10 8 2 ...

$ pocet endemitu :int 23213911107 42 ...

$ plocha km2 : num 25.09 1.24 0.21 0.1 0.05 ...

$ nejvyssi bod m : int NA 109 114 46 NA NA 93 168 NA 112 ...

$ vzdalenost nejblizsi km : num 0.6 0.6 2.8 1.9 1.9 8 6 34.1 0.4 2.6 ...

$ vzdalenost santa cruz km: num 0.6 26.3 58.7 47.4 1.9 ...

$ plocha sousedniho_ km2 : num 1.84 572.33 0.78 0.18 903.82 ...

# SpocCitame chybéjici hodnoty v kazdém sloupci
colSums(x = is.na(data ostrovy))

ostrov pocet druhu pocet endemitu

0 0 0

plocha km2 nejvyssi bod m vzdalenost nejblizsi km

0 6 0
vzdalenost santa cruz km plocha sousedniho km2
0 0

# Zkontrolujeme rozsahy hlavnich proménnych
range(x = data ostrovy$pocet druhu)

[1] 2 444

range(x = data ostrovy$plocha km2)

[1] 0.01 4669.32

Tabulka obsahuje 30 ostrovt. Po¢ty druhti i plochy jsou kompletni; nejvyssi bod chybi u 6 ostrovu.
Pti prohlidce si vSimneme tfi véci:

+ Plochy ostrovu se lisi extrémné. Nejmensi ostrov ma 0.01 km?, nejvétsi ostrov Isabela 4 669
km?. Nejvétsi ostrov je tedy zhruba 466 932krat vétsi nez nejmensi.

+ Ostrov Santa Cruz ma vzdalenost k ostrovu Santa Cruz rovnou nule, protoze jde o
tentyZ ostrov. Hodnota neni chybou, ale je to skute¢na nula; bude dilezita, az budeme hodnoty
logaritmovat.



« Ostrov Daphne Minor nema zadny endemicky druh. Také tato nula je skute¢na hodnota.
Zaporné hodnoty ani zjevné chyby jednotek v tabulce nevidime. Pocty a plochy jsou biologicky

vérohodné.

3.3 Jak vypadaji pocty druht a plochy ostrovu?
Rozdéleni ¢iselné proménné nejrychleji uvidime v histogramu (anglicky histogram). Vodorovna
osa ukazuje hodnoty proménné rozdélené do kosi, svisla osa ¢etnost ostrova v kazdém kosi.

# Zobrazime rozdéleni poctu druhd

hist(
x = data_ostrovy$pocet druhu,
breaks = 15,
col = "#86579E",
border = "white",
main = "",
xlab = "Poéet druhl rostlin",
ylab = "Polet ostrovd"
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Obrazek 3: Histogram poctu druhi rostlin na 30 ostrovech.

# Zobrazime rozdéleni plochy ostrovi

hist(
x = data_ostrovy$plocha km2,
breaks = 15,
col = "#86579E",
border = "white",
main = "",
xlab = "Plocha ostrova (km2)",



ylab = "Pocet ostrov("
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Obrazek 4: Histogram plochy 30 ostrovu.

Kde leZi vétsina ostrova?

Kde v obou histogramech lezi vétsina ostrovii? Co s obrazkem déla nékolik nejvétsich
ostrova?

Vétsina ostrovi je mald a ma malo druhii: 17 z 30 ostrovi ma plochu mensi nez 10 km? a 23
ostrovii ma méné nez 100 druht.. Nékolik velkych ostrovii vytvari na pravé strané histogramu
dlouhy fidky ,ocas®. U plochy je to extrémni: téméf vSechny ostrovy se vejdou do prvniho kose
a cely zbytek osy zabira jen hrstka obrti. Histogram plochy tak o malych ostrovech nerika
témeér nic.

3.4 Jak popsat tvar rozdéleni slovy?

Pro takové obrazky potfebujeme slova. Tvar rozdéleni popisujeme podle nékolika vlastnosti:

« Soumeérnost. Leva a prava polovina rozdéleni vypadaji pfiblizné jako zrcadlovy obraz.

« Sikmost (anglicky skewness). Rozdéleni m4 jeden ocas delsi nez druhy. Rozdéleni s dlouhym
ocasem vpravo nazyvame pravostranné sikmé (right-skewed), s dlouhym ocasem vlevo levo-
stranné $ikmé (left-skewed). Sikmost pojmenovavame podle strany dlouhého ocasu, nikoli
podle strany, kde lezi vétsina hodnot.

« Tézké konce (heavy tails). Rozdéleni je soumérné, ale velmi vzdalené hodnoty na obou stranach
se objevuji Castéji, nez bychom u soumérného zvonovitého tvaru ¢ekali (tento referen¢ni tvar
pojmenujeme o nékolik kapitol dal). Stejnou vlastnost jsme v lekci o testovani hypotéz popsali
u t-rozdéleni s malym poctem stupit volnosti jako tézsi chvosty.
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« Vicevrcholovost (rmultimodality). Rozdéleni ma dva nebo vice vrchold, naptiklad proto, Ze data
obsahuji dvé odlisné skupiny. Tak tomu bylo u délek erupci gejziru Old Faithful, které tvofily
skupinu kratkych a skupinu dlouhych erupci.

« Omezeni hodnot. Nékteré veliciny nemohou klesnout pod nulu (plocha, pocet, hmotnost)
nebo lezi mezi nulou a jednickou (podily). Hranice ¢asto tvar rozdéleni ovliviiuje.

Abychom tvary vidéli ¢isté, pripravili jsme pét simulovanych soubori po 300 hodnotach. Nejde
o skutecna méfeni; kazdy soubor jsme vytvorili tak, aby mél jeden typicky tvar.
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Obrazek 5: Pét simulovanych rozdéleni 1-5. Kazdy panel ma vlastni vodorovnou osu.

Prifadte panelim 1-5 slova soumérné, pravostranné sikmé, levostranné Sikmé, tézké konce a dva
vrcholy.

1 = dva vrcholy, 2 = pravostranné $ikmé, 3 = soumérné, 4 = tézké konce, 5 = levostranné
$ikmé. Panel 4 se od panelu 3 1isi hlavné ojedinélymi hodnotami daleko od stfedu; jeho stfed
je naopak uzsi.

Pocet druhti i plocha ostrovt jsou tedy pravostranneé sikmé: vétsina hodnot lezi vlevo a dlouhy
ocas mifi doprava. U plochy je sikmost extrémni.

Sikmost pozname i bez obrazku, porovnanim priiméru a medidnu. V prvni lekci jsme u télesné
hmotnosti savci vidéli, Zze dlouhy ocas tahne pramér k sobé, zatimco median zstava uprostred
sefazenych hodnot. Tehdy jsme takova data nazyvali ,vyrazné asymetricka®; presnéjsi nazev je
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pravostranné sikma. Primérny pocet druhti je 85.2, median jen 42. Primérna plocha je 261.7

km? median 2.59 km®. Prameér plochy tak popisuje ostrov, jakych je v souostrovi jen
nékolik.

Dopliujici: Jak sikmost vyjadrit jednim cislem?

Sikmost Ize shrnout jednim ¢&islem, koeficientem $ikmosti. Pro kazdou hodnotu spoéitdme
odchylku od priméru, vydélime ji smérodatnou odchylkou a vysledek umocnime na tteti.
Tfeti mocnina zachova znaménko, takze dlouhy ocas vpravo prevazi kladnymi hodnotami a
dlouhy ocas vlevo zapornymi. Koeficient je pramér téchto tfetich mocnin:

- . . . hodnota — priumeér 3
koeficient sikmosti = priumér z - -
smérodatné odchylka

# Koeficient $ikmosti poc¢tu druhl
vec_druhy <- data ostrovy$pocet druhu

mean (
x = ((vec_druhy - mean(x = vec druhy)) / sd(x = vec druhy))"3

[1] 1.707024

Proménna Koeficient sikmosti

Pocet druhu 1.71
Plocha ostrova 4.42
Nejvyssi bod 1.44

Kladné hodnoty odpovidaji pravostranné sikmosti, zaporné levostranné, hodnoty blizko nuly
piiblizné soumérnému tvaru. Cislo je uzitecné pro struény popis, ale neexistuje hranice,
od které by sikmost ,vadila“. O tom, zda tvar pro model néco znamen4, rozhoduje graf,
otazka a to, kterych hodnot se tvar tyka. V literatufe najdete i varianty vzorce, které se pro
malé vzorky mirneé lisi.

3.5 Pro¢ je tolik biologickych veli¢in pravostranné sikmych?
Pravostranna sikmost neni u biologickych dat vyjimkou, ale pravidlem. Plochy, hmotnosti, kon-
centrace, velikosti populaci nebo pocty druhii byvaji sikmé ze dvou divodu.

Hranice v nule. Plocha ani pocet druht nemohou byt zaporné. Kdyz je vétsina hodnot blizko
nule, rozdéleni se nema kam rozsifit doleva, ale doprava ano.
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Vv

Populace roste o urcité procento, buiika se déli, strom pfirtista imérné své velikosti. Simulace
v nasledujicim obrazku ukazuje rozdil. Celkem 1000 simulovanych populaci za¢ina na stejné
velikosti a 20krat se zméni. Vlevo se v kazdém kroku k velikosti pficte nahodny pfirastek, vpravo
se velikost vynasobi nahodnym faktorem.

Pricitani nahodnych pfirastka Nasobeni nahodnymi faktory
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Obrazek 6: Simulované velikosti 1000 populaci po 20 ndhodnych zménach. Vlevo se prirtstky
pFicitaji, vpravo se velikost nasobi.

Kdy?zZ se s¢ita mnoho malych ndhodnych vliva, kladné a zaporné prirtstky se navzajem vyrovna-
vaji a vznika soumérny zvon. Kdyz se ndhodné vlivy nasobi, populace, které uz jsou velké, rostou
ve stejnych procentech o mnohem vice jedinct nez malé. Nékolik populaci proto utece daleko
doprava a vznikne pravostranné $ikmé rozdéleni.

Na Galapagach se na sikmosti plochy podili hlavné hranice v nule: malych ostravka a skalek je
mnoho, velkych sope¢nych ostrovii jen nékolik a plocha nemiize klesnout pod nulu. Sikmy pocet
druhtt pak z¢asti kopiruje sikmou plochu, protoze vétsi ostrovy nabizeji vice prostiedi pro vice
druhii. Sikmost tedy sama o sobé neni chybou dat. Je to vlastnost biologie, kterou musime
znat a zohlednit pri volbé modelu.

3.6 K ¢emu slouzi normalni rozdéleni?

Soumérny zvon z levého panelu simulace uz zname. V pfedchozich lekcich jsme jej pouzivali
jako referenéni tvar v Q—Q grafech residui a podobny tvar ma také t-rozdéleni, ze kterého jsme
pocitali p-hodnoty a intervaly spolehlivosti. Tento zvonovity tvar se nazyva normalni rozdéleni
(anglicky normal distribution, také Gaussovo rozdéleni).
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Obrazek 7: Simulovany soumérny soubor 3 z galerie tvari a kfivka normalniho rozdéleni se
stejnym primérem a smérodatnou odchylkou.

Normalni rozdéleni je soumérné a ma jeden vrchol. Jeho tvar urcuji jen dvé ¢isla, ktera zname
uz z prvni lekce: primér a smérodatna odchylka (SD). Prameér rika, kde lezi stied zvonu. SD

fika, jak je zvon $iroky.

Stejny pramér, riizna SD Stejna SD, rlizny prameér
SD 5

0.075 1
o] pramér 40 prumér 65
5 0.050
®
S
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Hodnota

Obrazek 8: Normalni rozdéleni s riznymi prameéry a smérodatnymi odchylkami. Vlevo stejny
pramér a riizna SD, vpravo stejnd SD a rtizny prameér.

Zména pruméru posune cely zvon doleva nebo doprava, aniz by zménila jeho tvar. Vétsi SD zvon
roztahne do sitky, a protoze plocha pod kfivkou ziistava stejna, zvon zaroven snizi. Hodnoty
daleko od stfedu jsou u normalniho rozdéleni vzacné. Jak vzacné, mizZeme vyjadrit pravé v

jednotkach SD.

Kolik hodnot lezi blizko praméru?
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Predstavte si priblizné normalni veli¢inu, napriklad délku kfidla u velkého vzorku ptaka
jednoho druhu. Kolik procent jedincti odhadujete, Ze bude mit délku kiidla nejvys o jednu SD
mensi nebo vétsi nez pramér? A kolik do dvou SD?

0.04
0.034
)
]
8 0.02-
I
0.014
0.004
| | | | |
prumeér prumeér prumeér prumeér pruameér
-2SD -1SD +1SD +2SD
B o spodprimeru [ 1222 5D odpramery [ dainez2 5D

Obrazek 9: Normalni rozdéleni se stejnym primérem a SD jako simulovany soumérny soubor 3.
Barva ukazuje, jak daleko od praméru hodnoty lezi, méfeno v SD.

Pramér a SD u normalniho rozdéleni

« Piiblizné 68% hodnot lezi nejvys jednu SD od pruméru.

« Priblizné 95% hodnot lezi nejvys dvé SD od pruméru.

« Priblizné 99.7% hodnot lezi nejvys tfi SD od prameéru; vzdalenéjsi hodnoty jsou u normal-
niho rozdéleni velmi vzacné.

V simulovaném soumérném souboru 3 lezi do jedné SD od priméru 64% hodnot a do dvou SD 97%
hodnot, tedy blizko pravidlu; v souboru o 300 hodnotach se podily od teoretickych trochu lisi na-
hodou. Podobnou myslenku jsme pouzili u intervala spolehlivosti. Odhady sklonu z opakovanych
vybért kolisaly kolem skute¢né hodnoty pfiblizné zvonovité a jejich ,smérodatnou odchylkou®
byla standardni chyba. Proto 95% interval sahal od odhadu pfiblizné dvé standardni chyby na
kazdou stranu (pfesnéji o kritickou hodnotu t, u malych soubort o néco vétsi nez 2). Interval tedy
nepokryva 95 % pozorovani; s 95% spolehlivosti zachycuje skute¢nou hodnotu sklonu.

U sikmych dat toto pravidlo neplati. Primérna plocha ostrova je 261.7 km® a SD 864.1 km®.
Pramér minus jedna SD dava -602.4 km?, tedy zapornou plochu, kterd nemize existovat. Do jedné
SD od prameéru pfitom pada 97% ostrovi misto piiblizné 68%. Dvojice pramér a SD tedy dobie
popisuje hlavné pfiblizné soumérna data; proto jsme v prvni lekci u vyrazné asymetrickych dat
doporucili median a mezikvartilové rozpéti.
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Normalni rozdéleni je uzitecné méritko, nikoli vychozi vlastnost biologickych dat. Jak
jsme vidéli, mnoho biologickych veli¢in normalni neni a ani byt nema. Normalni rozdéleni potie-
bujeme proto, Ze s nim linearni model pocita u jedné konkrétni ¢asti modelu. Kterou ¢asti to je,
zjistime v dalsi kapitole.

3.7 Jak se tvar rozdéleni projevi v Q—Q grafu?

Histogram je nazorny, ale u malého poc¢tu pozorovani silné zavisi na volbé sifky kose (anglicky
bin width), jak jsme vidéli v prvni lekci. Proto jsme pfi kontrole residui pouzivali Q-Q graf
(anglicky quantile-quantile plot). Ten porovnava sefazené hodnoty s kvantily, které bychom ¢ekali
u normalniho rozdéleni. Pokud maji data normalni tvar, body lezi pfiblizné na ptimce. Kazdy jiny
tvar ma svij typicky vzor odchylek.

soumérné pravostranné Sikmé levostranné Sikmé
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60 Fs 80+
60 -
5 47 i~
-8 O' e o °
“© L/ 0+
S 20 o
3 3 2 4 0 1 2 3
E t&Zké konce dva vrcholy
5 . ® 1201
@ 1001
c °
ﬂ;’ o
,E 80 o 801 —&
)
(2]
60 -
40
40+ r
o 0
o 1
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3

Teoreticky kvantil normalniho rozdéleni

Obrazek 10: Q-Q grafy stejnych péti simulovanych soubort jako v galerii tvarf, nyni sefazené

podle nazvu tvaru. Pfimka prochazi prvnim a tfetim kvartilem.

Najdéte typicky vzor

Porovnejte Q-Q grafy s histogramy v galerii tvari. Jak se v Q-Q grafu projevi dlouhy ocas
vpravo? A jak dva vrcholy?

Jak ¢ist odchylky v Q-Q grafu

+ Soumeérné, priblizné normalni: body lezi blizko pfimky, jen na krajich mirné kolisaji.
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« Pravostranné sikmé: body vpravo nahote se zvedaji nad primku a cely graf se prohne do
oblouku. Nejvétsi hodnoty jsou mnohem vétsi, nez by normalni rozdéleni ¢ekalo.

» Levostranné $ikmé: zrcadlovy obraz; body vlevo dole klesaji pod pfimku.

» Tézké konce: body na obou koncich se od pfimky odklanéji opa¢nymi sméry, levy dola a
pravy nahoru, takze graf pfipomina natazené pismeno S.

« Dva vrcholy: body tvofi schod, protoze mezi dvéma skupinami je méné hodnot, nez by
normalni rozdéleni cekalo.

I u dokonale normalnich dat body kolem pfimky trochu kolisaji, nejvice na krajich. S malym
poctem pozorovani je toto kolisani vétsi. Proto hledame systematicky vzor, ne jednotlivé body
mimo piimku.

Novy slovnik pomaha precist i grafy z pfedchozich lekci. U residui kosatcti v lekei o prvni pfimce
se oba konce Q-Q grafu mirné odklanély opacnymi sméry: residua méla slabé tézké konce.

4 Co linearni model predpoklada

4.1 Jak pocet druht popise primka?
Vratme se k hlavni otazce. Nejjednodussi model, ktery zname, je pfimka: pocet druht jako linearni

funkce plochy ostrova. Vztah zobrazime v bodovém grafu (anglicky scatter plot) a odhadneme
linearni model.

# Odhadneme primku pro pocet druhl podle plochy
mod primka <-
Tm¢(
formula = pocet druhu ~ plocha km2,
data = data ostrovy

# Zobrazime ostrovy a odhadnutou primku
plot(

x = data_ostrovy$plocha km2,

y = data ostrovy$pocet druhu,

pch = 19,
col = "#5D2890",
xlab = "Plocha ostrova (km2)",
ylab = "Po¢et druhd rostlin"
)
abline(

reg = mod primka,
col = "#D55E00",
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Obréazek 11: Pocet druhi rostlin a plocha ostrova s odhadnutou pfimkou.

# VypisSeme odhadnuty intercept a sklon
coef(object = mod primka)

(Intercept) plocha km2
63.78286147 0.08196317

Primka fika, Ze kazdy dalsi kilometr ¢tvere¢ni pfida v praméru 0.082 druhu, tedy asi 8.2 druhu
na 100 km? Obrazek ale ukazuje problém: 17 ostrovi je namackanych u levého okraje grafu a o
sklonu pfimky rozhoduje hlavné nékolik velkych ostrovii vpravo. Jak dobie pfimka data popisuje,
zjistime z residui. Pfedtim si ale ujasnime, co pfesné u nich kontrolujeme.

4.2 Co presné ma byt u linedrniho modelu normalni?

Vidéli jsme, ze pocet druht i plocha jsou silné pravostranné sikmé. Znamena to, ze linearni model
pro tato data nelze pouzit? Odpovéd zacina otazkou, z ¢eho se pocet druht jednoho ostrova podle
modelu sklada.
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Obrazek 12: Pocet druhi ostrova Santa Cruz rozlozeny na odhad pfimky (kosoctverec na piimce)
a residuum (svisla usecka).
Ostrov Santa Cruz méa 444 druhi. Pfimka pro jeho plochu odhaduje 138 druht a zbytek, 306 druh,
je jeho residuum:
444 = 138 + 306.

Totéz plati pro kazdy ostrov: pozorovana hodnota = odhad primky + residuum. Pfimka nese
systematickou ¢ast vztahu, residuum to, co pfimka nevysvétlila.

Jak by vypadala residua, kdyby pfimka sedéla?

Predstavte si, Ze by pfimka zachytila vSechno systematické, co plocha o po¢tu druhii prozra-
zuje. Co by v residuich zbylo? Nacrtnéte, jak by vypadal jejich histogram.
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Obrazek 13: Simulace: 300 residui pfimky, ktera vztah vystihuje. Smérodatna odchylka je stejna
jako u residui ostrovii; tmava kiivka je norméalni rozdéleni.

Kdyby ptimka vystihovala vztah, zbyly by v residuich jen nahodné odchylky: kladné i zaporné,
malé Castéji nez velké, rozlozené soumérné kolem nuly. Tvar se blizi zvonu normalniho rozdéleni z
predchozi kapitoly. Pravé takovy tvar residui linearni model predpoklada. O tvaru samotné
odezvy nebo prediktoru pfitom nic netvrdi. Ovéfte si, Ze je to jasné:

Ovéfte si: co musi mit pfiblizné normalni rozdéleni?

Linearni model pfedpoklada pfiblizné normalni rozdéleni:

a) odezvy (poctu druhu),

b) prediktoru (plochy ostrova),
c) residui modelu,

d) odezvy i prediktoru zaroven.

Reseni

Spravné je c). Linearni model popisuje odezvu jako soucet systematické ¢asti (pfimky) a
nahodnych odchylek kolem ni. Pfedpoklad normality se tyka pravé téchto odchylek, tedy
residui.

+ a) Odezva muze byt sikma, naptiklad proto, ze Sikmy je prediktor. Pokud model vysvétli,
pro¢ jsou nékteré hodnoty velké, residua mohou byt soumérna i u sikmé odezvy.

« b) Orozdéleni prediktoru model nepfedpoklada nic. Hodnoty prediktoru bereme jako dané.

. d) Tento pozadavek je jesté ptisnéjsi nez a) a model jej nema.

Casta chyba: kontrolovat normalitu dat misto residui
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Histogram nebo test normality samotné odezvy ¢i prediktoru nerozhoduje o tom, zda je
linearni model vhodny. Rozhoduji residua odhadnutého modelu. Sikmy prediktor ani §ikmé
odezva samy o sobé predpoklad neporusuji. TotéZ jsme poprvé uvedli u pfimky pro kosatce:
linearni model nevyzaduje, aby samotna odezva méla normalni rozdéleni. Ptiklad modelu,
jehoz odezva je silné sikma, a residua presto vyhovujici, uvidime v ¢asti o tvaru vztahu.

Dopliujici: mély modely z predchozich lekei priblizné normalni residua?

Predpoklad o tvaru residui platil pro kazdy linearni model v kurzu, ale ne vzdy jsme jej
kontrolovali stejné dukladné. Vyzkousejte to zpétné. Pro dva modely mame data k dispozici
primo zde.

Kosatce (lekce o prvni primce). Model délky korunniho listku podle jeho sitky lze odhad-
nout z dat iris, ktera jsou soucasti R.

# Model z lekce o prvni primce, odhadnuty z vestavénych dat iris
mod kosatce <-
Tm(
formula = Petal.Length ~ Petal.Width,
data = iris

qaqnorm(
y = residuals(object = mod_kosatce),
pch = 19,
main = "",
xlab
ylab

"Teoreticky kvantil normdlniho rozdéleni",
"Residuum (cm)"

gqline(
y = residuals(object = mod kosatce),
col = "#D55E00",
lwd = 2
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Obrazek 14: Q-Q graf residui pfimky pro kosatce z lekce o prvni primce.

Stromy (pfedchozi lekce). Aditivni model vysky stromu podle priméru kmene a druhu:

# Stromy z predchozi lekce
data stromy kontrola <-
read.csv(
file = here::here("data", "allometrie stromu.csv"),
stringsAsFactors = TRUE

mod_stromy kontrola <-
Tm(
formula = vyska stromu m ~ prumer kmene cm + druh stromu,
data = data stromy kontrola

ggnorm(
y = residuals(object = mod stromy kontrola),
pch = 19,
main = "",
xlab = "Teoreticky kvantil norm&lniho rozdéleni",
ylab "Residuum (m)"

ggline(
y = residuals(object = mod stromy kontrola),
col = "#D55E00",
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Obrazek 15: Q-Q graf residui aditivniho modelu pro stromy z pfedchozi lekce.

U kosatct se konce odklanéji jen mirné. U strom je odchylka vyraznéjsi; souvisi s obloukem

v residuich, ke kterému se vratime na konci lekce.

Ostatni modely zkontrolujte sami v R skriptech z praktickych cviceni pfislusnych lekci.

Ke kazdému modelu staci doplnit qgnorm() a qqline() s jeho residui:

Co jsme o resi-

duich tehdy zkon-

trolovali

Na co se zameérit

gejzir Old Faithful

cekani podle délky

erupce

graf residui pod-
le odhadnutych hod-
not: dvé skupiny
erupci, obé kolem
nuly, a nékolik vel-
kych kladnych resi-

dui

zda velkd kladna
residua neprodluzu-
ji pravy konec Q-
Q grafu; schod by
se objevil jen tehdy,
kdyby residua jedné
skupiny lezela sou-
stavné vy$ nez resi-

dua druhé

kraby a zemépisna
sirka

sitka krunyfe pod-
le zemépisné Sirky
(praméry lokalit)

diagnostické grafy
bez zietelného vzo-
ru, ale jen z nékolika
lokalit

jak maélo lze o tvaru
fict z tak malého po-
¢tu bodu
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Co jsme o resi-

duich tehdy zkon-
trolovali

Na co se zameérit

tucnaci a jejich dru- | hmotnost podle | Q-Q graf: body vét- | zda se konce chovaji
hy druhu §inou na pfimce ve vsech druzich po-
dobné
kridlatka tloustka listu podle | graf residui pod-| Q-Q graf, ktery js-
teploty a ptivodu le odhadnutych hod- | me tehdy neukazali
not: dva shluky ko-
lem nuly
kraby a pohlavi zadni Sifka podle | graf residui pod-| Q-Q graf, ktery js-
délky krunyte, po-| le odhadnutych hod- | me tehdy neukazali
hlavi a jejich inter- | not
akce

Nepiekvapi vas, kdyz residua nebudou dokonale normalni. Smyslem je posoudit, zda je
odchylka natolik velka, aby zpochybnila nejistotu, kterou jsme v dané lekci vyvozovali.

Jak se tedy chovaji residua pfimky pro ostrovy?

4.3 Co ukazuji residua primky?

Residua kontrolujeme stejnymi grafy jako v pfedchozich lekcich: residui podle odhadnutych
hodnot, histogramem residui a Q—Q grafem residui.

# Residua podle odhadnutého poc¢tu druhl

plot(
x = fitted(object = mod primka),
y = residuals(object = mod primka),
pch = 19,
col = "#5D2890",
xlab = "Odhadnuty pocet druhl",
ylab = "Residuum (pocet druhi)"
)
abline(
h =0,
col = "#2E2E2E",
1ty = 2
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Obrazek 16: Residua pfimky podle odhadnutého poc¢tu druht.

# Histogram residui primky

hist(
x = residuals(object = mod primka),
breaks = 15,
col = "#B86579E",
border = "white",
main = "",
xlab = "Residuum (pocet druhl)",
ylab = "Poclet ostrovd"
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Obrazek 17: Histogram residui pfimky.
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# Q—Q graf residui primky
ggnorm(
y = residuals(object = mod primka),
pch = 19,
main = "",
xlab = "Teoreticky kvantil normdlniho rozdéleni",
ylab "Residuum"

gqline(
y = residuals(object = mod primka),
col = "#D55E00",
lwd = 2
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Obrazek 18: Q-Q graf residui pfimky.

Co residua prozrazuji?

Najdéte v obou grafech alespon dva vzory, které by u dobfe padnouciho modelu nemély byt
videét.

V grafu residui podle odhadnutych hodnot netvoii body vodorovny pas kolem nuly. Vétsina
ostrovt je nahusténa vlevo, kde ma primka malé odhady, a rozptyl residui se smérem doprava
zvétsuje (heteroskedasticita). Histogram residui ma dlouhy ocas vpravo a Q-Q graf se vpravo
prudce zveda: nékolik kladnych residui je mnohem vétsich, nez by normalni rozdéleni cekalo.
Residua pfimky jsou tedy pravostranné sikma, nemayji pfiblizné normalni tvar a jejich rozptyl neni
konstantni. Problém se netyka jen tvaru rozdéleni, ale i tvaru vztahu: pfimka nesleduje,
jak se pocet druhu s plochou opravdu méni.
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4.4 Jak jeden velky ostrov ovlivni celou primku?

Sikmy prediktor predpoklad modelu neporusuje, ale ma prakticky diisledek. Nékolik extrémné
velkych ostrovi lezi daleko od ostatnich na ose x. Takova pozorovani maji velky pakovy efekt
(anglicky leverage): piimka se k nim natac¢i podobné jako dlouha péka. Jejich vliv na model méri
Cookova vzdalenost, kterou zname z predchozich lekei.

Ktery ostrov pfimku ovlada?

Podivejte se znovu na bodovy graf s pfimkou. Ktery ostrov by podle vas po vynechani zménil
primku nejvic a pro¢?

# Vypolitdme vliv jednotlivych ostrovd na primku
vec_cook primka <-
cooks.distance(model = mod primka)

plot(
x = vec_cook primka,
type = "h",
lwd = 3,
col = "#5D2890",
xlab = "Poradi ostrova v tabulce",
ylab = "Cookova vzddlenost"
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Obrazek 19: Cookovy vzdalenosti jednotlivych ostrovii v modelu piimky.

Ostrov Isabela ma Cookovu vzdalenost 113.3, zatimco druhé nejvyssi hodnota je jen 0.32. Hodnota
vétsi nez 1 je podle vsech béznych orientacnich pravidel neobvykle vysoka. Sklon primky tak
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z velké casti urcuje jediny ostrov. Ostrov pfitom neni chybou méfeni a nemame duvod jej
odstranit. Problém je v modelu: pfimka neumi popsat ostrovy, jejichz plochy se lisi o nékolik fadu.

4.5 Co rika test normality residui?

Q-Q graf posuzujeme oc¢ima. Nékdy chceme odchylku od normalniho tvaru shrnout také jednim
¢islem. K tomu slouzi test normality, nejcastéji Shapiro-Wilkuv test (Shapiro-Wilk test). Jak se
jeho statistika pocita, nepotfebujeme; dulezité je umét vysledek preéist.

Test pouziva stejnou logiku jako ostatni testy v kurzu. Nulova hypotéza tvrdi, ze residua pochazeji
z normalniho rozdéleni. P-hodnota fik4, jak neobvykla by byla tak velka odchylka od normalniho
tvaru, kdyby nulova hypotéza platila.

# Shapiro-Wilkdv test normality residui primky
shapiro.test(x = residuals(object = mod primka))

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(object = mod primka)
W = 0.73771, p-value = 5.8e-06

Test vratil p < 0.001. Kdyby residua pochazela z normalniho rozdéleni, tak velka odchylka by byla
velmi neobvykla. Test tedy potvrzuje to, co jsme vidéli v Q-Q grafu.

Jak cist test normality

+ Mala p-hodnota znamena, Ze residua jen stézi pochazeji z normalniho rozdéleni. Nerika,
jak velk4 odchylka je ani zda je pro nasi otazku podstatna.

+ Velka p-hodnota neznamena, Ze residua jsou normalni. Znamena jen, Ze test odchylku
neprokazal.

« Test vzdy ¢teme az po Q-Q grafu a spolu s nim, nikdy misto né;.

4.6 Proc vysledek testu zavisi na poctu pozorovani?

Test normality odpovida na otazku ,lze odchylku od normalniho tvaru odlisit od ndhody?“, nikoli
»je odchylka pro model podstatna?“. Odpovéd na prvni otazku silné zavisi na poétu pozorovani.
Ukazeme to simulaci: opakované vytvofime soubory residui s mirnou a se silnou pravostrannou
sikmosti a pro kazdy soubor provedeme Shapiro-Wilkuv test.

Predpovézte vysledek

Odchylka residui od normalniho tvaru bude stejna, jen se zvétsi pocet pozorovani. Bude test
takovou odchylku odhalovat ¢astéji, nebo méné casto?
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Obrazek 20: Simulace: jak ¢asto Shapiro-Wilkav test na hladiné 0.05 odhali stejnou odchylku od
normalniho tvaru pfi rizném poctu pozorovani (400 opakovani pro kazdou kombinaci).

Pfi mirné sikmosti test odchylku odhalil jen v 11% soubort se 30 pozorovanimi, ale v 100% soubort
s 1000 pozorovanimi. Silnou sikmost pfi 10 pozorovanich odhalil jen v 64% souboru.

V lekci o prvni pfimce jsme upozornili, Ze u velkého souboru muze i nepatrna odchylka vypadat
Hstatisticky zjistitelné®. Simulace tento jev ukazuje ptimo. Podil soubort, ve kterych test skute¢né
existujici odchylku odhali, jsme v lekci o testovani nazvali sila testu: roste s poctem pozorovani
a s velikosti odchylky.

Z toho plynou dvé prakticka pravidla:

« U velkych vzorku test oznaci i drobné odchylky, které pro linearni model nemaji prakticky
vyznam. U velkych vzorki navic mirna odchylka od normalniho tvaru residui odhady sklont
a intervaly spolehlivosti obvykle téméf neovlivni; podrobné zdtivodnéni presahuje tento kurz.

« U malych vzorka muze test nevyznamnym vysledkem ,propustit” i velkou odchylku. Nase
data maji jen 30 ostrovu, takze velka p-hodnota by sama o sobé mnoho nedokazovala.

Rozhodnuti proto stoji na Q—Q grafu, na grafu residui podle odhadnutych hodnot a na otazce, zda
odchylka mize zménit biologicky zavér. Test je dopliujici ¢islo, nikoli brana, kterou musi model
projit.

5 Transformace: méritko, nebo tvar?

Primka selhala dvakrat: jeji residua maji $sikmy tvar a rostouci rozptyl a o jejim sklonu rozhoduje
jediny ostrov. Nez zatneme ménit model, podivame se na nastroj, ktery ke zméné potfebujeme:
transformaci proménné. Transformace znamena, Ze na kazdou hodnotu proménné pouzijeme
stejny vypocet, napfiklad vynasobeni stem nebo logaritmus. Uvidime, Ze transformace se déli do
dvou velmi odlisnych skupin.
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5.1 Zméni se tvar rozdéleni, kdyz plochu prevedeme na hektary?

Nejjednodussi transformaci je zména jednotek. Jeden kilometr ¢tvere¢ni ma 100 hektara.

# Prevedeme plochu z km2 na hektary
data _ostrovy$plocha ha <-
data ostrovy$plocha km2 * 100

Plocha v km? Plocha v hektarech

104

Pocet ostrovl

0 2500 5000 0 250 000 500 000
Plocha ostrova

Obrazek 21: Plocha ostrovii v km? a v hektarech. Méni se jen popisky vodorovné osy.

Oba histogramy maji stejny tvar. Zménila se jen ¢isla na ose. Vynasobeni konstantou natahne
nebo stlaci osu, ale poradi ostrovi ani poméry vzdalenosti mezi nimi se nezméni, a proto

se nezméni ani tvar rozdéleni.

Kdy ménime jednotky?

» Spojujeme data z riaznych zdroju. Jedna studie uvadi plochu v hektarech, druha v km?;
hmotnost jednou v gramech, jindy v kilogramech. Pted spole¢nou analyzou je musime
prevést na stejné jednotky.

« Chceme ¢itelny koeficient. Pfimka v ¢asti o predpokladech modelu ptidavala 0.082 druhu
na 1 km? Totéz vyjadfené na 100 km?® (8.2 druhu) se ¢te snaz. Zména jednotek prediktoru
zméni sklon stejnym nasobkem, ale nezméni zadny zavér modelu.

5.2 Co se zméni, kdyz od plochy odec¢teme primér?
Druhou jednoduchou transformaci je centrovani (anglicky centring): od kazdé hodnoty odecteme
pramér. Centrovana plocha ika, o kolik km? je ostrov vétsi nebo mensi neZ prumérny ostrov.

Ktery koeficient se zméni?
30




Odhadneme stejnou pfimku jednou s ptivodni a jednou s centrovanou plochou. Zméni se po
centrovani sklon, intercept, nebo oba koeficienty?

# 0d plochy kazdého ostrova odecteme primérnou plochu
data ostrovy$plocha centrovana <-
data ostrovy$plocha km2 - mean(x = data ostrovy$plocha km2)

# Odhadneme stejnou primku s centrovanou plochou
mod primka centrovana <-
Tm(
formula = pocet druhu ~ plocha centrovana,
data = data_ostrovy

# Porovname koeficienty obou primek
coef(object = mod primka)

(Intercept) plocha km2
63.78286147 0.08196317

coef(object = mod primka centrovana)

(Intercept) plocha centrovana

85.23333333 0.08196317
Plvodni plocha (km?) Centrovana plocha (km? od praméru)
I o I o
1 1
I I
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1 1
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Obrazek 22: Stejna pfimka nad ptivodni a nad centrovanou plochou. Svisla pferusovana ¢ara
oznacuje nulu na vodorovné ose; kosoltverec je intercept, tedy vyska piimky v této nule.
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Body i pfimka jsou v obou panelech stejné; centrovani jen posune osu tak, ze nula lezi v
praméru. Tvar rozdéleni zlstane stejny. V modelu se sklon nezméni (v obou modelech je
0.0820), protoze jeden km? navic znamena totéz bez ohledu na to, odkud plochu méfime. Zméni
se vyznam interceptu. V pivodnim modelu je intercept 63.8 odhadnutym poctem druhii na
ostrové s nulovou plochou, tedy na ostrove, ktery neexistuje. V centrovaném modelu je intercept
85.2 odhadnutym poc¢tem druhii na ostrové s pramérnou plochou 261.7 km?. U piimky odhadnuté
metodou nejmensich ¢tverci se tato hodnota rovna primérnému poctu druha.

Kdy centrujeme?

« Intercept by jinak popisoval nesmysl. V lekci o interakcich jsme narazili na to, Ze koefi-
cient pohlavi u krabt se vztahoval k délce krunyfe 0 mm, tedy mimo data. Po centrovani
délky by popisoval rozdil mezi pohlavimi u kraba pramérné délky.

« Prediktor je letopocet nebo nadmoiska vyska. Trend ,od roku 0“ nebo poéet druhii
,u hladiny mofe® ¢asto nemaji biologicky smysl. Ode¢teme proto smysluplnou referenéni
hodnotu: primeér, zacatek sledovani nebo prumérnou nadmotskou vysku lokalit.

« Model obsahuje interakci. Hlavni koeficienty se pak vztahuji k nulové hodnoté druhé
proménné; po centrovani ke stfedu dat, kde se nejsnaze vysvétluji.

Centrovani se proto hodi, kdyz chceme, aby intercept popisoval smysluplnou, typickou hodnotu
prediktoru.

5.3 Jak daleko od priaméru lezi ostrov?

Trieti transformace spojuje centrovani se zménou jednotek. Odchylku od praméru nevyjadiime v
km? nebo metrech, ale v po¢tu smérodatnych odchylek. Vysledek se nazyva z-skore (anglicky z-
-score) a prevod na z-skore standardizace.

Myslenku uz zname: t-statistika v predchozich lekcich také méfila vzdalenost odhadu od nulové
hodnoty v jednotkach jeho standardni chyby. Z-skére déla totéz s jednotlivou hodnotou. Slovy:

hodnota — priumér

-skére = .
RO smérodatnéd odchylka

Spocitejme z-skore nejvyssiho bodu ostrova Fernandina. Primeér a smérodatnou odchylku poci-
tame z 24 ostrovi, u kterych je nejvyssi bod znamy.

Velic¢ina Fernandina | Priumér | Odchylka

Nejvyssi bod (m n. m.) 1494 424.46 1069.54 | 452.96 | 2.36

Do slovniho vzorce dosadime hodnoty z tabulky:
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1494 — 424.46
45296
1069.54
452.96

= 2.36.

z-skére vysky Fernandiny =

Nejvyssi bod Fernandiny lezi 2.36 smérodatné odchylky nad primérem ostrovi. Obecné pro
hodnotu z; piSeme:

Symbol z; je z-skore i-tého pozorovani, z; jeho ptivodni hodnota, z pramér vsech hodnot a s jejich
smérodatna odchylka. Kladné z-skére znamena hodnotu nad pramérem, zaporné pod primeérem
a z-skore 0 presné prumér. U pfiblizné normalni proménné proto podle pravidla z kapitoly o
normalnim rozdéleni lezi asi 95% z-skore mezi -2 a 2.

Fernandina ma plochu 634.49 km? Primérna plocha ostrovi je 261.71 km? a smérodatna
odchylka ploch 864.11 km?. Spocitejte z-skore plochy Fernandiny.

634.49 — 261.71  372.78

= = 0.43.
864.11 864.11 043

Plocha Fernandiny lezi 0.43 smérodatné odchylky nad pramérnou plochou.

V R lze z-skoére spocitat pfimo podle vzorce, nebo funkei scale():

# z-skére nejvy$Siho bodu podle vzorce
data ostrovy$vyska z <-
(data_ostrovy$nejvyssi bod m -
mean(x = data_ostrovy$nejvyssi bod m, na.rm = TRUE)) /
sd(x = data_ostrovy$nejvyssi bod m, na.rm = TRUE)

# Stejny vysledek funkci scale(); as.numeric() odstrani pomocné atributy
data ostrovy$vyska z scale <-
as.numeric(x = scale(x = data _ostrovy$nejvyssi bod m))

# Porovname oba vypolty u prvnich ostrovi

head (
x = data_ostrovy[, c("ostrov", "vyska z", "vyska z scale")],
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ostrov vyska z vyska z scale
1 Baltra NA NA
2 Bartolome -0.6964372 -0.6964372
3 Caldwell -0.6853987 -0.6853987
4 Champion -0.8355222 -0.8355222

# Primér a smérodatnd odchylka vsech z-skére

round (
X = mean(x = data_ostrovy$vyska z, na.rm = TRUE),
digits = 10

)

[1] ©

sd(x = data_ostrovy$vyska z, na.rm = TRUE)

[1] 1

Kdyz pfevedeme na z-skére vsechny hodnoty proménné, ma vysledna proménna vzdy pramér
0 a smérodatnou odchylku 1. Primér je nulovy, protoze jsme od kazdé hodnoty odecetli ptivodni
pramér, a smérodatna odchylka je 1, protoze jsme kazdou odchylku vydélili ptivodni smérodatnou
odchylkou. Z-skore tedy vsechny proménné prevadi na stejnou ,mérnou jednotku®: pocet sméro-
datnych odchylek od primeéru.

5.4 Je Fernandina vyjime¢néjsi plochou, nebo vyskou?

Z-skére nema jednotky. Diky tomu miizeme porovnat, jak neobvykla je hodnota u veli¢in méfe-
nych v uplné jinych jednotkach. Plochu v km* a vy$ku v metrech pfimo porovnat nelze; jejich
z-skore ano.

Nejvyssi bod Fernandiny lezi 2.36 smérodatné odchylky nad pramérnou vyskou, jeji plocha jen
0.43 smérodatné odchylky nad primérnou plochou. Podle z-skore by tedy byla vyjimeéna vyskou,

ale plochou spis pramérna.

Poradi ostrovii ale ukazuje néco jiného: plochou je Fernandina 3. nejvétsi a vyskou 2. nejvyssi
ostrov souostrovi. Vyjimeéna je tedy v obou ohledech.

Z-skore u sikmé veli¢iny klame
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Prumér i smérodatna odchylka jsou citlivé na extrémni hodnoty. Obrovska plocha Isabely
zvétsila smérodatnou odchylku ploch natolik, Ze i 3. nejvétsi ostrov vypada v z-skore téméf
prumérné a vétsina ostrovi ma z-skore plochy tésné pod nulou. Z-skore je uzitecné hlavné
u piiblizné soumérnych veli¢in. U silné sikmé veli¢iny samo z-skore nestaci.

Doplnujici: z-skore v korelaci a v modelu

Pii vypoctu Pearsonovy korelace jsme délili soucet soucinti odchylek odmocninami souctt
¢tvercl odchylek obou proménnych. Jednoduseji to vyjadiime takto: Pearsonova korelace
je prumérny soucin z-skore obou proménnych (s délenim n — 1 misto n, stejné jako u
smérodatné odchylky). ProtozZe z-skore nema jednotky, nema je ani korelace. A protoze zména
jednotek ani centrovani z-skore nezméni, nezméni ani korelaci.

Z-skore lze pouzit i v modelu: pokud pfed odhadem standardizujeme prediktory, jejich sklony
udavaji zménu odezvy pfi posunu o jednu smérodatnou odchylku. Takové standardizované
koeficienty usnadnuji porovnani prediktorti méfenych v ruznych jednotkach. Netikaji ale
samy o sobé, ktery prediktor je biologicky dulezité;si.

# Pearsonova korelace plochy a poc¢tu druhd

cor(
x = data_ostrovy$plocha km2,
y = data_ostrovy$pocet druhu

[1] 0.6178431

# Stejnd korelace s plochou v hektarech

cor(
x = data_ostrovy$plocha ha,
y = data_ostrovy$pocet druhu

[1] 0.6178431

# Stejné Cislo jako soucet soulind z-skére vydéleny n - 1
sum(
scale(x = data ostrovy$plocha km2) *
scale(x = data_ostrovy$pocet druhu)
) / (nrow(x = data ostrovy) - 1)
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[1] 0.6178431

Kdy pouzivame z-skore?

« Porovnavame, jak neobvykla je hodnota u veli¢in v ruznych jednotkach, napriklad
zda je jedinec vyjimeény spi$ hmotnosti, nebo délkou ktidla.

» Skladame nékolik velicin do jednoho ukazatele. Chceme-li naptiklad shrnout teplotu,
srazky a nadmotskou vysku lokalit do jednoho ,gradientu prostiedi®, pfevedeme je nejprve
na z-skore, aby Zadna veli¢ina nepfevazila jen kvuli svym jednotkam.

« Porovnavame sklony prediktoru v riznych jednotkach pomoci standardizovanych
koeficient (doplnujici rimecek ,z-skore v korelaci a v modelu® vyse).

+ Vzdy pamatujeme, Ze u silné sikmych veli¢in z-skore klame (ramecek ,Z-skore u sikmé

veli¢iny klame®).

5.5 Odstrani z-skore sikmost?

Piedpovézte tvar

Plocha ostrovi je extrémné pravostranné sikma. Bude histogram z-skore plochy soumérné;jsi?

Plocha (km?) z-skore plochy
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Obrazek 23: Plocha ostrova v km? a jeji z-skore.

Nebude. Histogram z-skére ma pfesné stejny tvar jako histogram plochy. (Kdo ¢etl dopliujici
ramecek o koeficientu sikmosti: ten je pfed standardizaci 4.42 a po ni 4.42.)

Transformace, které méni jen polohu a méfitko
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Zmeéna jednotek, centrovani i z-skore jsou linearni transformace: kazdou hodnotu vynasobi
stejnym cislem a/nebo k ni pfic¢tou stejné ¢islo. Posunou a natdhnou osu, ale tvar rozdéleni
nezméni. Sikmost, tézké konce i dva vrcholy po nich ztistanou. Hodi se pro zménu vyznamu
interceptu nebo pro porovnani veli¢in v raznych jednotkach, nikoli pro opravu tvaru.

5.6 Jak logaritmus prevadi nasobky na stejné kroky?

Na zacatku kurzu jsme logaritmickou osu pouzili, kdyz se hodnoty v grafu lisily o nékolik fadi. Na
takové ose lezi 1, 10, 100 a 1 000 ve stejnych vzdalenostech: kazdy krok o stejnou délku znamena
vynasobeni desiti. Logaritmus déla totéz s ¢isly. V prvni lekci jsme zdiiraznili, ze logaritmicka osa
méni jen rozestupy na grafu a pramér i median zistavaji vypoctené z kilogramu.. Krok, ktery jsme
tehdy zamérné neudélali, je pouzit logaritmus na samotné hodnoty proménné.

Plocha (km?) | Desitkovy logaritmus @ Prfirozeny logaritmus

1 0.000 0.000

2 0.301 0.693

4 0.602 1.386

8 0.903 2.079

10 1.000 2.303
100 2.000 4.605
1000 3.000 6.908

Kazdé zdvojnasobeni plochy (1 — 2 — 4 — 8) zvysi pfirozeny logaritmus o stejny krok 0.693.
Kazdé vynasobeni desiti zvysi desitkovy logaritmus pfesné o 1 a pfirozeny logaritmus o 2.303.
Logaritmus tedy prevadi stejné poméry na stejné rozdily.

V modelech pouzivime prirozeny logaritmus (funkce log() v R), protoze s nim se koeficienty
nejsnaze interpretuji. Desitkovy logaritmus (10g10()) se hodi hlavné pro popis os grafu.

Pro¢ to funguje, ukazuje zédkladni vlastnost logaritmu. Slovy:
logaritmus dvojnasobné plochy = logaritmus ptvodni plochy + logaritmus ¢isla 2 .
Pro ostrov s plochou 10 km?, jehoZ plochu zdvojnasobime:

In(20) = In(10) + In(2)
= 2.303 + 0.693
= 2.996.

Obecné pro dvé kladna ¢isla a a b plati:

In(a - b) =In(a) + In(b).
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Symbol In oznacuje pfirozeny logaritmus, a je vychozi hodnota (zde plocha) a b nasobek (zde 2).
Nasobeni se v logaritmech méni na s¢itani.

# Prirozeny logaritmus rady zdvojndsobenych ploch
log(x = c(1, 2, 4, 8))

[1] ©0.0000000 0.6931472 1.3862944 2.0794415

# Logaritmus nuly neni konecné cislo
log(x = 0)

[1] -Inf

# Opakem logaritmu je funkce exp(); vrati plvodni hodnotu
exp(x = log(x = 8))

[1] 8

Logaritmus jen pro kladné hodnoty

Logaritmus existuje jen pro kladna ¢isla. log(0) vrati -Inf (minus nekonec¢no) a logaritmus
zaporného Cisla vrati NaN. Plocha i pocet druht jsou na Galapagach vzdy kladné. Proménné se
skute¢nymi nulami, které jsme nasli pfi prohlidce dat (vzdalenost Santa Cruz od sebe sama,
ostrov bez endemitt), bychom vsak logaritmovat nemohli.

5.7 Co logaritmus udéla s tvarem rozdéleni?

Logaritmus neni linearni transformace. Co to znamena pro tvar rozdéleni?

Ktery histogram zméni tvar?

Nasledujici obrazek ukaze plochu ostrovu étyfikrat: v km?, jako z-skore, po odmocnéni a po
logaritmovani. U kterych panelt cekate stejny tvar jako u ptivodni plochy?
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Obrazek 24: Plocha ostrovii v km?, jako z-skore, po odmocnéni a po logaritmovani.

Z-skore zachovalo ptivodni tvar. Logaritmus naopak malé hodnoty od sebe roztahl a velké k sobé
stlacil: rozdil mezi 1 a 10 km? je na logaritmické skale stejné velky jako rozdil mezi 1 000 a 10
000 km?*. Odmocnina sikmost zmirnila, ale neodstranila. Logaritmus z extrémné sikmé
plochy udélal priblizné soumeérné rozdéleni. Malé ostrovy, které byly v piivodnim histogramu
namackané v prvnim kosi, se rozprostiely pres celou osu.

# Rozdéleni logaritmu poctu druhl

hist(
x = log(x = data_ostrovy$pocet druhu),
breaks = 10,
col = "#86579E",
border = "white",
main = "",
xlab = "Logaritmus poc¢tu druhg",
ylab = "Polet ostrovd"
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Obrazek 25: Histogram logaritmu poc¢tu druht.

Podobné se chova i pocet druhii: po logaritmovani jiz nemé dlouhy ocas vpravo. Veli¢inam,
které jsou pravostranné sikmé, ale po logaritmovani maji pfiblizné normalni tvar, se fika log-
-normalni. Typicky vznikaji pravé nasobenim mnoha ndhodnych vlivi, jako v simulaci populaci.

Kdy pouzivame logaritmus a kdy odmocninu?

Logaritmus pouzijeme u kladnych veli¢in, které se méni nasobné nebo se lisi o nékolik fadu:

« velikost populaci, bunééné kultury a dalsi procesy, které rostou nebo klesaji o urcité
procento;

« koncentrace zivin, toxintt nebo hormont, které mezi vzorky kolisaji o celé fady;

« velikost a hmotnost organismt napti¢ druhy, napfiklad hmotnost savct z prvni lekce;

« vztahy mezi rozméry téla (alometrie), naptiklad vyska a pramér kmene stromu nebo pocet
druht a plocha ostrova;

« situace, kdy nas zajimaji relativni zmény (,0 kolik procent®, ,kolikrat®), nikoli absolutni
rozdily.

Logaritmickou skalu znate i z béZného Zivota: pH je zaporny desitkovy logaritmus koncen-
trace vodikovych iontii a decibely méfi hlasitost na logaritmické skale.

Odmocninu pouZzijeme u nezapornych veli¢in s mirnou pravostrannou Sikmosti, zvlasté u
mensich poctl, kde se objevuji nuly (napfiklad pocet semenackt na plose nebo pocet hmyzu
v pasti). Na rozdil od logaritmu si s nulou poradi.

Kdy ne: pokud veli¢ina obsahuje nuly nebo zaporné hodnoty, logaritmus pfimo pouzit nelze.
U podilt mezi 0 a 1 a u poéti s mnoha nulami existuji vhodnéjsi modely, ke kterym se
dostaneme pozdéji. A pokud jsou residua modelu v poradku a biologické tvrzeni je aditivni,
transformace neni potteba.
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Dopliujici: odlehli savci z prvni lekce

V prvni lekci krabicovy graf télesné hmotnosti 83 druhti savcii oznacil 11 druhti jako mozna
odlehla pozorovani. Hranice jsme tehdy pocitali v kilogramech a logaritmickou osu jsme
pouzili jen pro ¢itelnost. Co se stane, kdyz hranice spoc¢itame az po logaritmovani?

# Hmotnost savcl z prvni lekce (balicek ggplot2)
vec_hmotnost <- ggplot2::msleep$bodywt

# Krabicovy graf v kilogramech
boxplot (

x = vec_hmotnost,

ylab = "Télesnd hmotnost (kg)"
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Obrazek 26: Télesnd hmotnost savct z prvni lekce v kilogramech.

# Krabicovy graf logaritmu hmotnosti

boxplot (
x = log(x = vec hmotnost),
ylab = "Logaritmus télesné hmotnosti"
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zavisi na tom, na jaké skale se divame.

Obrazek 27: Stejni savci po logaritmovani hmotnosti.

Po logaritmovani nelezi za vousy zadny druh. Savci oznaceni v prvni lekci jako mozna
odlehla pozorovani tedy na logaritmické skale neobvykli nejsou; lezeli jen v dlouhém ocasu
pravostranné sikmého rozdéleni. Slon nebo velryba jsou skute¢né velci, ale na nasobné skale,
na které se velikost organismti méni, tolik nevybocuji. Oznaceni odlehlé hodnoty proto

5.8 Které transformace meéni jen méritko a které i tvar?

Transformace Vypocet v R Méni tvar? Kdy se hodi
zména jednotek X * 100 ne prevod mezi jednot-
kami
centrovani X - mean(x) ne intercept pro typic-
kou hodnotu predik-
toru
z-skore (x - mean(x)) / | ne porovnani veli¢in v
sd (x) nebo scale(x) ruznych jednotkach
odmocnina sqrt(x) ano, mirné zmen-| mirné Sikmé neza-
§i pravostrannou $ik- | porné veli¢iny
most
prirozeny logaritmus | log(x) ano, vyrazné zmen- | kladné velic¢iny, které

§i pravostrannou $ik-
most

se méni nasobné

Logaritmus ma jesté jednu vlastnost, ktera je pro nas dilezitéjsi nez soumérnost histogramu. Méni

totiZ nejen tvar rozdéleni, ale i tvar vztahu mezi proménnymi. K tomu se dostaneme v dalsi ¢asti.
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6 Tvar vztahu

6.1 Jak vypada vztah plochy a poétu druhii na logaritmickych osach?

Vratme se k ostroviim. Pfimka selhala hlavné proto, ze malé ostrovy byly namackané u pocatku
a o sklonu rozhodoval jediny obr. Co s timto vztahem udéla logaritmus? Zobrazme stejné ostrovy
dvakrat: na ptivodnich osach a na osach, kde jsou obé proménné logaritmované.

— Puvodni osy: pocet druhti a plocha (km?) Logaritmus poctu druht a logaritmus plochy
o
® ° 6 °
Q_ .
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E 300 °e °
7 [ ]
_8’ ® 4 o L] )
2 hd °
2200+ °
%) ® o
>
Qo °
2 o °
3 100 ® . 27
S [ ]
E [ ]
>8 0 [ ] [ ] [ ]
0 1000 2000 3000 4000 5 0 5

Plocha ostrova (vlevo v km?, vpravo jeji logaritmus)

Obrazek 28: Vztah poctu druht a plochy ostrova. Vlevo na pavodnich osach, vpravo po logarit-
movani obou proménnych.

Stejny obrazek pravého panelu ziskame i v zdkladnim R:

# Bodovy graf logaritmu poctu druhd podle logaritmu plochy

plot(
x = log(x = data_ostrovy$plocha km2),
y = log(x = data_ostrovy$pocet druhu),
pch = 19,
col = "#5D2890",
xlab = "Logaritmus plochy",
ylab = "Logaritmus poc¢tu druhl"

Co znamena pfimka na logaritmickych osach?

Na logaritmickych osach lezi body pfiblizné podél piimky. Co to znamena pro vztah mezi
plochou a poctem druhti? Napovéda: stejny krok na logaritmické ose odpovida stejnému
nasobku puvodni hodnoty.
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Vlevo je vztah zakfiveny: u malych ostrovl pocet druht roste rychle, u velkych uz pomaleji.
Vpravo je priblizné pfimkovy. Na logaritmickych osach znamena stejny krok doprava stejny
nasobek plochy a stejny krok nahoru stejny nasobek poc¢tu druht. Pfimka na logaritmickych
osach tedy rika: kdyz plochu vynasobime urcitym c¢islem, pocet druhui se vynasobi
jinym, stale stejnym ¢islem. Takovému vztahu se fika mocninny vztah (anglicky power law).
V ekologii se pro ostrovy nazyva vztah druhii a plochy (species—area relationship).

Dopliiujici: co na to Pearsonova a Spearmanova korelace?

V lekci o korelaci jsme u zakfiveného vztahu vidéli, Ze Spearmanova korelace zistala vysoka,
zatimco Pearsonova byla nizsi. Galapagy ukazuji pro¢. Pearsonova korelace plochy a poctu
druht je na ptivodnich osach 0.62 a po logaritmovani obou proménnych 0.87: méfi tésnost
kolem primky, a pfimka sedi l1épe na logaritmickych osach. Spearmanova korelace je v obou
pripadech 0.88, protoze pracuje s poradim ostrovu a logaritmus poradi nezméni. Rozdil mezi
Pearsonovou a Spearmanovou korelaci byl tedy upozornénim, zZe vztah je monoton-
ni, ale neni primkovy. V lekci o korelaci jsme uvedli i druhou moznou pfic¢inu takového
rozdilu, vliv nékolika vzdalenych bodt; na Galapagach ptasobi obé, protoZe na puvodnich
osach pfimku silné ovliviiuje Isabela.

6.2 Jaké tvary vztahu davaji biologicky smysl?
Stejné jako v predchozi lekei sestavime malou sadu kandidatnich modelt a kazdy z nich zdavod-
nime biologicky dfive, nez uvidime jakékoli srovnavaci skore.

Dulezit4 vlastnost linedrniho modelu: ,linearni“ znamena linearni v koeficientech, nikoli
nutné primka v grafu. Model zlstava linearni, pokud je odezva souc¢tem koeficientil nasobe-
nych néjakymi hodnotami. Témi hodnotami mohou byt i log(plocha_km2) nebo druha mocnina
plochy. Funkce 1m() proto umi popsat i zakfiveny vztah.

Kandidat Biologické tvrzeni Formule v R

A — pfimka Kazdy dalsi km? prida stejny | pocet druhu ~ plocha_km2
pocet druht.

B — logaritmus plochy Kazdé zdvojnasobeni plochy | pocet_druhu

ptida stejny pocet druha. ~ log(plocha_km2)

C — mocninny vztah Kazdé zdvojnasobeni plochy | log(pocet druhu) ~
vynasobi pocet druhii stej- | Log(plocha_km2)

nym cislem.

D — kvadraticky ¢len Pocet druht roste s plochou | pocet_druhu ~ plocha_km2
stale pomaleji, piipadné se | + I(plocha km272)

pak obrati.

E — logaritmus odezvy

Kazdy dalsi km® zvysi pocet
druhti o stejné procento.

log(pocet druhu) ~
plocha km2
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Funkce I() v kandidatovi D fika R, aby vyraz plocha_km2~2 spocital jako obyéejnou druhou
mocninu. Bez ni by symbol ~ uvnitf formule mél jiny vyznam.

Ktery kandidat zni biologicky nejméné vérohodné?

Pro kazdého kandidata zkuste Fict, zda jeho tvrzeni zni rozumné pro ostrov o plose 0,01 km?
i pro ostrov o plose 4 000 km?*. Ktery z nich vam pfipada nejméné vérohodny?

Kandidat A pfedpoklada, ze prvni km® malého ostrova pfida stejné druht jako tisici km? velkého.
Kandidat D umi vztah ohnout, ale kvadraticka kfivka je parabola: po vrcholu musi klesat, i kdyz
biologicky dtivod, pro¢ by vétsi ostrov mél mit méné druhi, nemame. Kandidati B a C popisuji
zpomalujici rist pomoci nasobki plochy. Kandidat E predpoklada zrychlujici exponencialni rast,
ktery by u nejvétsich ostrovi predpovidal obrovské pocty druht.

# A: stejnad primka jako v Casti o predpokladech modelu
mod a primka <-
Tm¢(
formula = pocet druhu ~ plocha km2,
data = data ostrovy

# B: logaritmus plochy
mod b log plochy <-
Tm(
formula = pocet druhu ~ log(plocha km2),
data = data ostrovy

# C: mocninny vztah, logaritmus obou proménnych
mod_c_mocninny <-
Tm(
formula = log(pocet druhu) ~ log(plocha km2),
data = data ostrovy

# D: primka s kvadratickym ¢lenem
mod d kvadraticky <-
Im(
formula = pocet druhu ~ plocha km2 + I(plocha km272),
data = data ostrovy

# E: logaritmus odezvy
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mod e log odezvy <-
Im(
formula = log(pocet _druhu) ~ plocha km2,
data = data ostrovy

Pocet druhti je pocet, tedy celé nezaporné ¢islo. Pro takova data existuji modely, které s pocty
pracuji pfimo; pozname je v jedné z nasledujicich lekei. Pro otazku tvaru vztahu nam zde linearni
modely s transformacemi staci.

6.3 Jak se kandidatni krivky shoduji s ostrovy?

Modely C a E predpovidaji logaritmus poctu druht. Abychom vsech pét kandidata vidéli na
stejnych osach, prevedeme jejich odhady zpét na pocet druhii funkci exp(), kterd je opakem
logaritmu.

A — pfimka B — logaritmus plochy C — mocninny vztah

600

400 1

1 2 4
D — kvadraticky ¢len E — logaritmus odezvy 0 000 000 3000 000

Pocet druh( rostlin

600

4004

2004

(I) 10‘00 20‘00 30‘00 40‘00 (I) 10‘00 20‘00 30‘00 40‘00
Plocha ostrova (km?)
Obrazek 29: Pét kandidatnich modelt prevedenych zpét na pocet druhii. Body jsou stejné ostrovy
ve vSech panelech.

Pfimka A stejné jako dfive vede nad vétsinou malych ostrovt. Kfivky B a C rostou rychle u
malych ostrovi a u velkych zpomaluji. Parabola D prochézi blizko velkych ostrovi, ale ma vrchol
kolem 2 766 km? a dal klesa. Pro vétsi plochy tedy predpovida méné druhti. Za vrcholem lezi 1
ostrov (Isabela) a parabola se k nému ohyba hlavné proto, Ze tento ostrov na ni mé obrovsky vliv
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(Cookova vzdalenost 141.8). Exponenciala E zistava téméf plocha a pak prudce stoupa, opacné

nez data.
A — pfimka B — logaritmus plochy C — mocninny vztah
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Odhadnuta hodnota

Obrazek 30: Residua péti kandidat podle jejich odhadnutych hodnot. U kandidat C a E jsou
residua i odhady na logaritmické skale, protoze tyto modely predpovidaji logaritmus poctu druhi.

Nejvyrovnanéjsi pas residui kolem nuly méa zatim kandidat C; podrobné jeho residua zkontrolu-
jeme po srovnani AIC. U ostatnich zlstavaji véjife nebo oblouky.

Sikma odezva nemusi znamenat $ikma residua

Model B pouziva jako odezvu piimo pocet druht, ktery je silné pravostranné sikmy (Shapiro—
Wilktv test samotného poctu druhti: p < 0.001). U residui modelu B test odchylku od
norméalniho tvaru piesto neprokézal (p = 0.15). Sikmost odezvy totiZ z velké ¢asti vysvétluje
Sikmy prediktor. Proto kontrolujeme residua, nikoli samotnou odezvu. Za lepsi model

vvvvv

Grafy residui vsak samy netikaji, o kolik je jeden model lepsi nez druhy. K tomu jsme v pfedchozi
lekci pouzivali AIC.
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6.4 MuzZeme porovnat AIC modelu pro pocet druhu a pro jeho loga-
ritmus?

Kandidat A ma AIC 360.2 a kandidat C ma AIC 74.5. Znamena to, Ze je model C mnohem
lepsi?

Ne. Rozdil 285.7 vypada obrovsky, ale nic nefika. Pravidlo z pfedchozi lekce zni: AIC lze porov-
navat jen mezi modely se stejnou odezvou na stejnych pozorovanich. Model A popisuje
pocet druhiti, model C jeho logaritmus. Logaritmus stlaci velké hodnoty, takze residua modelu C
jsou cisla v uplné jiném méritku nez residua modelu A. AIC by se zménilo i tehdy, kdybychom
pouzili logaritmus o jiném zakladu, aniz by se model jakkoli zlepsil. Stejné omezeni plati pro R*
u modelu A popisuje podil variability po¢tu druhi, u modelu C podil variability jeho logaritmu.
Modely pro rtzné skaly odezvy proto porovnavame jinak: podle pribéhu kfivek prevedenych
na puvodni osy a podle vzort v residuich (nikoli podle velikosti residui, ktera jsou v rtaznych
jednotkach).

Kandidaty proto porovname ve dvou oddélenych skupinach:

Kandidat Odezva AIC

C — mocninny vztah logaritmus po¢tu druhtt | 74.5

E — logaritmus odezvy | logaritmus poctu druha | 110.8

D — kvadraticky ¢len | pocet druht 334.5
B — logaritmus plochy | pocet druht 345.9
A — primka pocet druhti 360.2

Mezi modely pro pocet druhu (A, B, D) ma nejnizsi AIC kvadraticky model D (334.5). Z
predchozi kapitoly ale vime, Ze jeho tvar biologicky nedava smysl, jeho residua netvori vyrovnany

svv

obhajitelny. AIC porovnava jen shodu a slozitost v ramci zvolenych kandidatu.

Mezi modely pro logaritmus poctu druhu (C, E) ma mocninny vztah C mnohem nizsi AIC
(74.5) nez model E (110.8).

Jako kontrolu, nikoli jako dalsitho kandidata, se miZeme jesté zeptat, zda mocninny vztah sam
nepotfebuje zakfiveni, tedy zda body na logaritmickych osach nelezi spis podél oblouku nez
piimky. Pfidame-li k modelu C kvadraticky ¢len I(log(plocha_km2)~2), R* se zméni jen z 0.757
na 0.758 a AIC vzroste na 76.3. Dodate¢ny koeficient si své misto nezaslouzi.
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6.5 Pomohl logaritmus také residuim?

Mocninny vztah C dava biologicky smysl a mezi modely pro logaritmus poctu druhia vychazi
nejlépe. Mrizka residui vSech kandidat naznacila, ze jeho residua jsou vyrovnana. Podrobné je
zkontrolujeme stejnymi nastroji jako u ptimky.

# Residua podle odhadnutych hodnot

plot(
x = fitted(object = mod_c_mocninny),
y = residuals(object = mod c _mocninny),
pch = 19,

"#5D2890",

xlab = "Odhadnuty logaritmus poc¢tu druhl",

2]

o

=
Il

ylab = "Residuum"

abline(
h =0,
col = "#2E2E2E",
lty = 2
)
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Odhadnuty logaritmus poétu druht
Obrazek 31: Residua mocninného vztahu podle odhadnutého logaritmu poc¢tu druhi.

# Histogram residui mocninného vztahu
hist(
x = residuals(object = mod _c_mocninny),
breaks = 10,
col = "#B86579E",
border = "white",
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main = ,
xlab "Residuum (logaritmus poctu druhd)",
ylab = "Polet ostrovd"

[{e] —

v —

) .. .
[ I I I I I I |

20 -15 -10 -05 00 0.5 1.0 1.5

Pocet ostrovl

Residuum (logaritmus poctu druhu)
Obrazek 32: Histogram residui mocninného vztahu.

# Q-Q graf residui

qgnorm(
y = residuals(object = mod c_mocninny),
pch = 19,
main = ""
xlab = "Teoreticky kvantil normdlniho rozdéleni",
ylab = "Residuum"
)
gqline(

y = residuals(object = mod c _mocninny),
col = "#D55E00",
lwd = 2
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Residuum

Teoreticky kvantil normalniho rozdéleni

Obrazek 33: Q-Q graf residui mocninného vztahu.

# Dopliujici test normality residui
shapiro.test(x = residuals(object = mod c _mocninny))

Shapiro-Wilk normality test

data: residuals(object = mod c mocninny)
W = 0.97193, p-value = 0.5932

# Nejvétsi vliv jednoho ostrova
max (cooks.distance(model = mod c_mocninny))

[1] 0.1401268

Zustal v residuich néjaky vzor?

Porovnejte oba grafy s grafy residui pfimky. Vidite jesté véjit, oblouk nebo dlouhy ocas?

Residua tvori pfiblizné stejné Siroky pas kolem nuly, Q-Q graf je blizko pfimky a Shapiro-Wilkav
test odchylku neprokazal (p = 0.59). Zadny ostrov uz model neovlada: nejvétsi Cookova vzdalenost
je 0.14, oproti 113.3 u pfimky. Protoze mame jen 30 ostrovt, ¢teme velkou p-hodnotu opatrné;
presvédcivé je hlavné to, ze vSechny tfi kontroly ukazuji stejnym smérem.

Zmizel i véjif, ve kterém se residua pfimky smérem doprava rozsifovala. Logaritmus prevadi stejné
relativni rozptyleni (napfiklad o nékolik desitek procent nahoru i dol1) na pfiblizné stejné abso-
lutni rozptyleni na logaritmické gkale. V lekci o porovnani vice skupin jsme u rozdilné variability
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ve skupinach upozornili, ze diagnosticky graf nema byt automatickym pfikazem k transformaci.
Zde transformaci nepouzivame kvili grafu, ale proto, Ze biologie pfedpovida nasobné zmény;
vyrovnana residua jsou toho dusledkem.

7 Interpretace po transformaci

7.1 Kolikrat vic druhu ma dvakrat vétsi ostrov?

Mocninny vztah dava odpovéd na hlavni otazku. Odpovéd se skryva v jeho koeficientech.

# Koeficienty a jejich 95% intervaly spolehlivosti
coef(object = mod_c_mocninny)

(Intercept) log(plocha km2)

2.9037031 0.3885968
confint(
object = mod_c_mocninny,
level = 0.95

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 2.5819216 3.2254846
log(plocha_km2) 0.3033903 0.4738033

Model rika:
logaritmus poctu druht = intercept + sklon x logaritmus plochy .

Sklon 0.389 neudava pocet druhtt na km?* Na logaritmickych osdch znamena, Ze kdyz se loga-
ritmus plochy zvétsi o jednotku, logaritmus poctu druhi se zvétsi 0 0.389. To je pro biologa
malo nazorné. PieloZzime to proto zpét do nasobkil. Zdvojnasobeni plochy zvétsi logaritmus
plochy o In(2), a tedy logaritmus po¢tu druhtt o sklon x In(2). Funkce exp(), opak logaritmu,
ptevede tento pfirtstek zpét na nasobek: exp(0.389 x 0.693) = exp(0.269) = 1.31. Stejné ¢islo
dostaneme jednoduseji jako 2°-3%9. Slovy:

sklon

nasobek poctu druhid = nasobek plochy

Pro dvojnasobnou plochu:
& = 90389

=1.31.

néasobek poctu druh
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Ostrov s dvojnasobnou plochou ma podle modelu typicky asi 1.31krat vice druhu, tedy
zhruba o 31 % vice, nikoli dvakrat vice. 95% interval spolehlivosti sklonu (0.30 az 0.47) odpovida
nasobku 1.23 az 1.39.

Obecné mocninny vztah zapisujeme:
S=c-Ab & In(S) =1In(c) + b - In(A4).

Symbol § je typicky pocet druhti, A plocha ostrova, b exponent (sklon na logaritmickych osach)
a ¢ poCet druhti ocekavany na ostrové o plose 1 km? (jeho logaritmus je intercept). Pfi vynasobeni
plochy ¢&islem k se pocet druhi vynasobi ¢islem k°. V ekologické literatuie se tento exponent
obvykle znac¢i z (nezaménovat se z-skore); pro souostrovi se jeho odhady nejcastéji pohybuji
zhruba mezi 0,2 a 0,4 (Rosenzweig 1995, Species Diversity in Space and Time, Cambridge University

Press).

Desetkrat vétsi ostrov

Spocitejte z exponentu, kolikrat vice druhtt mé podle modelu typicky ostrov s desetinasobnou
plochou. Porovnejte vysledek se svym odhadem ze zacatku lekce.

100.389

= 2.45. Desetkrat vétsi ostrov ma typicky asi 2.45krat vice druht.

# Typické pocty druhl pro vybrané plochy ostrovi
data nove plochy <-
data.frame(plocha km2 = c(1, 16, 100, 1000))

# Model predpovidéd logaritmus; exp() jej prevede zpét na pocet druhd
exp(
X = predict(
object = mod_c_mocninny,
newdata = data_nove plochy

1 2 3 4
18.24157 44.63330 109.20835 267.20995

Zpétny prevod dava typickou, ne primérnou hodnotu
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Model C odhaduje primér logaritmu poctu druhti. Po pfevodu funkci exp() proto nedosta-
neme prumérny pocet druhd, ale hodnotu blizkou medianu: typicky ostrov dané plochy,
kterého polovina ostrovii presahuje a polovina nedosahuje. U pravostranné sikmych dat je
pramér vyssi nez tato typicka hodnota. Cislo, které vznikne zpétnym pievodem priiméru
logaritmu, se nazyva geometricky prumér. U poctu druht na Galapagach je geometricky
prumér 33.4, median 42 a aritmeticky pramér 85.2. V prvni lekci jsme pro asymetricka data
doporucili median; u dat, ktera jsou po logaritmovani ptiblizné soumérna (log-normalni), lezi

geometricky priamér blizko medianu a pfirozené vznika na logaritmické skale.

7.2 Jak cist koeficient, kdyz logaritmujeme jen jednu stranu?

Mocninny vztah logaritmuje obé strany. Pfi logaritmovani jen jedné strany se méni i vyznam
koeficientu. Ukazeme to na kandidatech B, E a D, i kdyZ nevysli jako nejlepsi.

Model B tvrdi, Ze kazdé zdvojnasobeni plochy prida stejny pocet druhi. Je takovy pfirastek
stejné velka zména pro ostrov s nékolika druhy a pro ostrov se stovkami druht?

Logaritmus jen prediktoru (B: pocet_druhu ~ log(plocha_km2)). Sklon 25.70 udava pocet
druht pridany pfi zvétSeni logaritmu plochy o 1. Nazornéjsi je pfepocet na zdvojnasobeni plochy:

prirtstek druht na zdvojnésobeni plochy = sklon X In(2).

25.70 x 0.693 = 17.8.

Podle modelu B ptida kazdé zdvojnasobeni plochy asi 17.8 druhu, at jde o ostrov maly nebo
velky. Pro ostrov s nékolika druhy je to velka relativni zména, pro ostrov se stovkami druhi
mala. Mocninny vztah C naopak pfedpovida pfi kazdém zdvojnasobeni stejnou relativni zménu.
Obecné: prirstek odezvy na k-nasobek prediktoru je b - In(k), kde b je sklon.

Logaritmus jen odezvy (E: log(pocet_druhu) ~ plocha_km2). Sklon 0.00078 udava zménu
logaritmu poctu druht na 1 km? Po zpétném prevodu se z néj stava nasobek:

nasobek po¢tu druhii na 100 km? = exp(100 x sklon).
exp(100 x 0.00078) = 1.081.

Podle modelu E zvysi kazdych 100 km?* pocet druhii asi o 8.1 %. Obecné: pfi zméné prediktoru o
Az se odezva vynasobi ¢islem exp(b - Ax). Pro malé sklony je 100 - b pfiblizné procentni zména
na jednotku prediktoru, protoze pro mala b plati exp(b) ~ 1 + b.

Kvadraticky ¢len (D). Model D nema jeden sklon. Jak rychle pocet druhii s plochou roste, se
méni podél kiivky: u malych ploch rychle, pak stale pomaleji, az kolem 2 766 km? prestane rust
a zac¢ne klesat. Koeficienty kvadratického modelu proto ne¢teme jednotlivé. Cteme predikce pro
konkrétni plochy a misto vrcholu z grafu. Pfedpovédi mimo rozsah pozorovanych ploch jsou u
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paraboly obzvlast riskantni, protoze kfivka pokracuje dola, i kdyZ k tomu data nedavaji zadny
davod.

Jak cist koeficienty po transformaci

Model Co znamena sklon

y ~ X zména y o sklon na jednotku x

y ~ log(x) zména y o sklon x In(2) na kazdé zdvojna-
sobeni x

log(y) ~ x vynasobeni y ¢islem exp(sklon) na jednotku

x; priblizné 100 x sklon % pro malé sklony

log(y) ~ log(x) vynasobeni y cislem 2"sklon na kazdé
zdvojnasobeni x

y ~ X + I(x"2) sklon se méni podél krivky; ¢teme predikce,

ne jednotlivé koeficienty

7.3 Jak rychle roste pocet druhti s plochou ostrova?

Odpovéd na hlavni otazku

Pocet druhti rostlin na Galapagach roste s plochou ostrova podle mocninného vztahu s
exponentem asi 0.39 (95% interval spolehlivosti 0.30 aZ 0.47). Dvojnasobna plocha znamena
typicky asi 1.31krat vice druhii a desetinasobnéa plocha asi 2.45krat vice. Pocet druhu tedy
roste s plochou, ale mnohem pomaleji nez plocha samotna.

Tento zavér podporuji tfi argumenty, které ale vychéazeji ze stejnych ostrovi: biologicky zdavod-
nény tvar vztahu, residua bez systematického vzoru a nejnizsi AIC mezi modely pro logaritmus
poétu druhii. S modely pro samotny pocet druht (A, B, D) model C pomoci AIC porovnat nelze;

od nich jej odlisuji biologicky smysl a residua. Zavér ma také jasna omezeni:

« Mame jen 30 ostrovy, takze diagnostické grafy i test normality maji omezenou citlivost.

« Odezvou je pocet. Model, ktery s pocty pracuje pfimo, by mohl lépe popsat malé ostrovy s
nékolika druhy.

« Ostrovy jednoho souostrovi nejsou uplné nezavislé: sdileji dodavatelské ostrovy, klima i historii
osidleni.

« Plocha souvisi s dalsimi vlastnostmi ostrova, napftiklad s nadmotskou vyskou a rozmanitosti
prostfedi. Mocninny vztah popisuje souvislost, nikoli to, Ze plocha sama o sobé druhy ,vytvasi®.
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Shriite ve dvou vétach, co jste se o vztahu plochy a poctu druhti dozvédéli. Uvedte jedno ¢islo
s interpretaci a jedno omezeni.

Priklad odpovédi

Na Galapagach méa ostrov s dvojnasobnou plochou typicky asi o 31 % vice druht rostlin, jak
ukazuje mocninny vztah s exponentem 0.39. Zavér vychazi z pouhych 30 ostrovt jednoho
souostrovi, takze jeho pfenos na jina souostrovi je nejisty.

Uvodni otazku o stromech z piedchozi lekce zbyva uzavfit. Stejny postup miizeme vyzkouset i
na ni.

Navrat ke stromtm: zmizi oblouk v residuich?

Na zacatku lekce jsme si pfipomnéli oblouk v residuich aditivniho modelu pro vysku
jehli¢nand. Stejné jako u ostrovi zvazme biologicky vérohodny tvar: vyska stromu roste s
prumérem kmene stale pomaleji, protoZe strom nemuze rast do vysky donekonecna. Takové
zpomaleni vyjadfuje logaritmus pruméru kmene.

# NacCteme stromy z predchozi lekce
data stromy 1 <-
read.csv(
file = here::here("data", "allometrie stromu.csv"),
stringsAsFactors = TRUE

# Aditivni model z predchozi lekce
mod stromy primka <-
Tm(
formula = vyska stromu m ~ prumer kmene cm + druh stromu,
data = data_stromy 1

# Stejny model s logaritmem priméru kmene
mod stromy log prumer <-
Tm (
formula = vyska stromu m ~ log(prumer kmene cm) + druh stromu,
data = data stromy 1
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# Oba modely maji stejnou odezvu, takze AIC mlizeme porovnat
AIC(object = mod_stromy primka)

[1] 395.4366

AIC(object = mod stromy log prumer)

[1] 350.6625

Pfimka (pfedchozi lekce) Logaritmus praméru kmene

Residuum (m)

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Odhadnuta vyska stromu (m)

Obrazek 34: Residua dvou model vysky stromt podle odhadnuté vysky. Oranzova kiivka
pouze vyhlazuje priubéh bodu.

Oblouk se zplostil, ale nezmizel iplné: stromy s odhadnutou vyskou zhruba 10-20 m model
stale systematicky precenuje (jejich residua lezi pfevazné pod nulou), zatimco u vyssich
stromt lezi residua kolem nuly. AIC kleslo z 395.4 na 350.7. Odpovéd na otazku z predchozi
lekce tedy zni: tvar vztahu byl hlavni, i kdyz ne jediny problém. Nizsi stromy by si
zaslouzily dalsi pozornost, napriklad jiny tvar vztahu nebo kontrolu jejich méfeni. Podle
nového modelu prida kazdé zdvojnasobeni priméru kmene stromu asi 10.3 m vysky.

Kvadraticky model by mél AIC jesté o néco nizsi (341.3). Jeho parabola ma ale vrchol u
praméru kmene asi 61 cm a pro 6 nejsirsich stromt predpovida, Ze jsou nizsi nez uzsi stromy.

svvs

7.4 Kdy transformaci pouzit a kdy ne?

Postup z této lekce l1ze pouzit i na jina data:

1. Polozte biologickou otazku a prohlédnéte data, véetné tvaru rozdéleni hlavnich proménnych.
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2. Odhadnéte nejjednodussi rozumny model a zkontrolujte jeho residua: graf podle odhadnutych
hodnot, Q-Q graf a vliv jednotlivych pozorovani. Test normality Ctéte az po grafech a s
ohledem na pocet pozorovani.

3. Pokud residua ukazuji systematicky vzor, zeptejte se, jaky tvar vztahu pfedpovida biologie:
stejny prirtstek, stejny nasobek, zpomalujici riist, nebo optimum?

4. Prevedte biologicka tvrzeni na malou sadu kandidatnich formuli s log () nebo I (x"2).

5. Porovnejte kandidaty na ptvodni skale v grafu, pomoci residui a pomoci AIC, ale AIC jen mezi
modely se stejnou odezvou.

6. Vysledek interpretujte v pivodnich jednotkach: nasobky, prirtistky na zdvojnasobeni, procen-
ta.

Transformace neni ritual

Transformaci volime proto, Ze vyjadiuje biologické tvrzeni o vztahu, nikoli proto, aby test
normality vratil velkou p-hodnotu. Linearni transformace (z-skore, centrovani) tvar rozdéleni
neopravi nikdy. A pokud $ikma je jen odezva nebo prediktor, ale residua jsou v poradku, neni
co opravovat kvuli normalité. Vlivna pozorovani, jako byla Isabela u ptimky, ale sledujeme
vzdy.

Jsou ostrovy jednoho souostrovi nezavisla pozorovani?

Vsech 30 ostrovu lezi v jednom souostrovi. Sousedni ostrovy si vyménuji semena, sdileji
podnebi a maji spole¢nou historii. Jsou to opravdu 30 nezavislych kouska informace? Co kdyz
data obsahuji méfeni ze stejnych lokalit, bloka nebo jedinci? Témito otazkami se budeme
zabyvat v nasledujici lekci. Pozdéji se také vratime k po¢tiim druhti a ukaZeme modely, které
s pocty a podily pracuji pfimo, bez transformace.

Shrnuti

« Tvar rozdéleni popisujeme slovy (soumérné, pravostranné a levostranné sikmé, tézké konce,
dva vrcholy, omezené hodnoty), histogramem a Q-Q grafem.

+ Mnoho biologickych veli¢in je pravostranné sikmych, protoze jsou zdola omezené nulou nebo
vznikaji nasobenim.

« Linearni model pifedpoklada ptiblizné normalni rozdéleni residui, nikoli odezvy nebo predik-
tort. Test normality residui dopliiuje Q-Q graf a jeho vysledek zavisi na po¢tu pozorovani.

« Zména jednotek, centrovani a z-skore méni jen polohu a méfitko; tvar rozdéleni zachovaji.
Logaritmus a odmocnina méni tvar.

+ Logaritmus pievadi stejné nasobky na stejné kroky, a proto umi z mocninného vztahu udélat
primku.

« Kandidatni tvary vztahu odvozujeme z biologie a porovnavame grafem, residui a AIC, ale AIC
jen mezi modely se stejnou odezvou.
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« Po transformaci se méni vyznam koeficient: sklon mocninného vztahu udava, kolikrat se
zméni odezva pii zdvojnasobeni prediktoru.

Slovni¢ek pojmi

Pojmy pouzité v téchto materilech a jejich definice:

Interaktivni slovnicek je dostupny online: https://cuni-natur-biostatistics.github.io/slovnik/
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