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1 Uvod

V predchozich lekeich jsme pracovali s lineArnim modelem, ktery mél jediny prediktor. Ciselny
P J P y jediny p y
prediktor, napfiklad zemépisna $ifka, nam dal sklon: o kolik se v priméru lisi odezva pfi rozdilu
prediktoru o jednu jednotku. Kategorialni prediktor, naptiklad druh tu¢naka, nam dal rozdily mezi



skupinami vicéi referen¢ni skupiné. Biologické vlastnosti se ale v pfirodé obvykle neméni jedna
po druhé. Teplé misto byva zaroveil mistem s horkym létem, jinym dhrnem srazek a nékdy i jinou
historii populaci.

Budeme sledovat ktidlatku japonskou (Reynoutria japonica), jednu z nejznaméjsich invaznich
rostlin Evropy i Severni Ameriky. Vyzkumnici odebrali oddenky populaci z piivodniho arealu ve
vychodni Asii i ze zavleCeného arealu a péstovali je vedle sebe ve spole¢né zahradé. Vsechny
rostliny tak rostly ve stejném aktualnim prosttedi a rozdily mezi nimi mohou odrazet hlavné to,

odkud populace pochazeji.

Hlavni otazka této lekce

Méni klima puavodu tloustku lista kridlatky?

Co cekate jesté pred prvnim grafem?

Predstavte si, Ze populace z teplejsich mist maji v praméru tenci listy. Znamena to uz, Ze teplo
listy ztenéuje? Co dalsiho se muzZe s teplotou mista ptivodu ménit zaroven?

Mozna odpoved

Samotna souvislost jesté nevysvétluje proc. S teplotou se obvykle méni i dalsi ¢asti klimatu,
napriiklad nejteplejsi mésic nebo srazky. Tepla a chladna mista se navic mohou lisit tim, zda
jde o ptivodni, nebo zavlecené populace s odlisnou historii. VSechny tyto vlastnosti se mohou
ménit spolecné. V této lekci uvidime, jak takové soubézné vlastnosti zapojit do jednoho
modelu a jak se tim zméni otazka, na kterou model odpovida.

2 Vysledky uceni

Po prostudovani této lekce budete schopni:

- fitovat aditivni linearni model s vice prediktory a vylozit kazdy koeficient ,pfi stejnych hodno-
tach ostatnich prediktora®;

« vysvétlit, pro¢ se odhad efektu po pfidani prediktoru mize zménit, a odlisit celkovy a podmi-
nény vztah;

« rozpoznat silné korelované prediktory a popsat, jak zvysuji nejistotu a komplikuji vyklad;

« porovnat skupiny a vytvaret predikce jen pro kombinace hodnot podlozené daty;

« odlisit test koeficientu v summary () od sekvenéniho testu v anova().

3 Kazdy radek je jedna zdrojova populace
Data pochazeji ze studie Cao et al. (2025). Autoti péstovali populace ktidlatky z Ciny, Japonska,
Evropy a Severni Ameriky ve dvou spoleénych zahradach v Ciné; my pouZivime zahradu v



Sanghaji. Tloustku list? jednotlivych rostlin jsme zpriimérovali za kazdou populaci. Klimatické
udaje o misté pavodu kazdé populace jsme doplnili z otevieného souboru CHELSA-BIOCLIM 2.1,
ktery shrnuje dlouhodobé klima let 1981-2010.

Soubor kridlatka_populace.csv je souc¢asti material. Pro nasledujici kod jej ulozte do slozky data

ve svém projektu v R. Nacteme ho a zkontrolujeme nazvy a typy sloupcii:

# Nacteme tabulku s jednim radkem pro kazdou zdrojovou populaci
data kridlatka <-
read.csv(file = "data/kridlatka populace.csv")

# Zkontrolujeme nazvy a typy sloupcl
str(object = data kridlatka)

'data.frame': 128 obs. of 14 variables:

$ populace : chr "CN1" "CN1O" "CN11" "CN12"

$ oblast : chr "CN"™ "CN" "CN" "CN" ...

$ puvod : chr "Puvodni" "Puvodni" "Puvodni" "Puvodni"
$ zemepisna sirka : num 29.3 26.8 26.6 26.3 26 ...

$ zemepisna_ delka : num 118 116 116 116 116 ...

$ tloustka listu mm : num 0.346 0.343 0.323 0.328 0.323 ...
$ teplota rocni C : num 18.3 18.9 18.1 19.1 19.6 ...

$ teplota _sezonnost : num 818 771 706 712 720 ...

$ teplota max C : num 32.9 33.1 31.3 32.1 33 ...

$ teplota min C :num 1.65 2.45 2.45 3.05 3.35 ...

$ srazky rocni_mm : num 2073 1874 2484 1906 1945 ...

$ srazky nejvlhci mesic mm: num 382 325 421 323 317

$ srazky nejsussi mesic mm: num 52.8 46.8 60.3 45.6 47.3 43.9 37.4 38.3
41.7 42.1 ...

$ srazky sezonnost : num 56.5 58.1 58.4 59.6 59.2 56.6 55 54.6
54.9 56.5 ...

Sloupec puvod obsahuje text Puvodni nebo Zavleceny. Pievedeme ho na faktor a poradim tirovni
urcime, ze referencni skupinou budou ptivodni populace. Potom zkontrolujeme rozsahy sloupci,
které pouzijeme v modelech, a chybéjici hodnoty:

# Plvod prevedeme na faktor; prvni Groven bude referenéni skupinou
data kridlatka$puvod <-
factor(
x = data_ kridlatka$puvod,
levels = c("Puvodni", "Zavleceny")


../data/kridlatka_populace.csv

# Pocet populaci v plvodnim a zavleceném aredlu
table(data kridlatka$puvod)

Puvodni Zavleceny
55 73

# Vybereme sloupce, které pouzijeme v hlavnich modelech
vec sloupce modelu <-
c("tloustka listu mm", "teplota rocni C", "teplota max C", "puvod")

# Minimum, kvartily, prdmér a maximum vybranych sloupcl
summary (object = data_kridlatka[, vec_sloupce _modelu])

tloustka listu mm teplota rocni C teplota max C puvod
Min. :0.2922 Min. : 5.95 Min. :19.25 Puvodni :55
1st Qu.:0.3353 1st Qu.: 9.25 1st Qu.:23.52 Zavleceny:73
Median :0.4180 Median :12.60 Median :27.90
Mean :0.3928 Mean :12.89  Mean :27.17
3rd Qu.:0.4401 3rd Qu.:17.12  3rd Qu.:30.77
Max. :0.5192 Max. :19.95  Max. :33.95

# PocCet chybéjicich hodnot v kazdém sloupci
colSums(x = is.na(x = data_kridlatka))

populace oblast puvod

0 0 0

zemepisna sirka zemepisna delka tloustka listu mm

0 0 0

teplota rocni C teplota_sezonnost teplota max C

0 0 0

teplota min C srazky rocni_mm srazky nejvlhci mesic_mm

0 0 0
srazky nejsussi _mesic_mm srazky sezonnost
0 0

Tabulka obsahuje 128 populaci: 55 z ptivodniho a 73 ze zavle¢eného arealu. Zadny sloupec nemé
chybéjici hodnoty. Primérna tloustka listu se pohybuje od 0,29 do 0,52 mm a primérna ro¢ni
teplota mista ptvodu od 5,95 do 19,95 °C. Takové hodnoty odpovidaji listim bylin i klimatu



mirného a subtropického pasu, takze nic nenaznacuje chybu jednotek. Rozsahy teplot zaroven

vymezuji podminky, pro které jsou pozdéjsi predikce podloZzené daty.

Vyznam jednotlivych sloupci je:

Sloupec Co obsahuje Role v analyze
populace identifikator zdrojové popu- | jednotka pozorovani
lace
oblast zemé nebo oblast ptivodu popis
puvod puvodni nebo zavleCeny areal | potencialni kategorialni pre-

diktor

zemepisna_sirka, soufadnice mista ptivodu popis
zemepisna delka
tloustka_listu_mm pramérna tloustka listu v mm | odezva
teplota_rocni_C prumérna rocni teplota v °C | potencialni spojity klimatic-
ky prediktor
teplota_sezonnost proménlivost teplot béhem | potencialni spojity klimatic-
roku ky prediktor
teplota max _C maximum teploty nejteplejsi- | potencialni spojity klimatic-
ho mésice v °C ky prediktor
teplota min C minimum teploty nejchlad- | potencialni spojity klimatic-
néjsiho mésice v °C ky prediktor
srazky_rocni_mm ro¢ni thrn srazek v mm potencialni spojity klimatic-
ky prediktor
srazky_nejvlhci_mesic_mm | srazky nejvlhé¢iho meésice v | potencidlni spojity klimatic-
mm ky prediktor
srazky nejsussi mesic_mm | srazky nejsussiho meésice v | potencialni spojity klimatic-
mm ky prediktor
srazky_ sezonnost proménlivost srazek béhem | potencidlni spojity klimatic-

roku

ky prediktor

Rostliny ze stejné populace maji stejné klima ptvodu. Pro¢ by bylo chybou analyzovat

vSechny rostliny jako nezavisla pozorovani klimatu?

Mozna odpoveéd



Klimaticky prediktor se méni jen mezi populacemi, nikoli mezi rostlinami jedné populace.
Nékolik rostlin z jednoho mista nepfinasi nékolik nezavislych informaci o klimatu, ale jeden-
krat totéz klima. Kdybychom je poditali jako samostatna pozorovani, nadhodnotili bychom
mnozstvi informace a model by pusobil pfesnéji, nez ve skute¢nosti je. Proto je jednim fadkem

a jednou jednotkou analyzy zdrojova populace.

Doplnujici: stazeni a pfiprava dat

Pro béznou praci pouzivame hotovou lokalni tabulku, takze neni potfeba internetové pripo-
jeni. Volitelny postup nize umoziuje cely vznik tabulky zopakovat: stahne ptivodni znaky z
repozitare Dryad, ovéfi soubor, ziska klimaticka data CHELSA a spoji oba zdroje. Jednotlivé
rostliny shrneme na droven populace, protoze klima se mezi rostlinami stejné populace
neméni. Pokud automatické stazeni z Dryad selZe, stahnéte soubor herb-trait.csv ze stranky

datasetu ru¢né do slozky data-raw; kontrolni soucet v kédu ovéfi spravnou verzi.

# Balicky staci nainstalovat jednou:
# install.packages(pkgs = c("digest", "here", "terra"))

# 1. Pripravime adresare pro stazend a vyslednd data

soubor_znaky <- here::here("data-raw", "herb-trait.csv")

soubor_vyuka <- here::here("data", "kridlatka populace.csv")
dir.create(path = dirname(path = soubor znaky), recursive = TRUE,
showWarnings = FALSE)

dir.create(path = dirname(path = soubor vyuka), recursive = TRUE,

showWarnings = FALSE)

# 2. Stahneme plvodni tabulku znakl primo z Dryad
url _znaky <- "https://datadryad.org/downloads/file stream/3893167"

if (
Ifile.exists(soubor znaky)) {
download. file(
url = url_znaky,
destfile = soubor znaky,
mode = "wb"

# Kontrolni soucet odhali nelGplné nebo pozdéji zménéné stazeni
sha256 ocekavany <- paste0(



https://datadryad.org/dataset/doi%3A10.5061/dryad.qbzkh18r4
https://datadryad.org/dataset/doi%3A10.5061/dryad.qbzkh18r4

"cbabafae067597870156fclfe4b8e688",
"3784d5eb40f967a2ca95dde6d4fc74a8"
)
sha256 stazeny <- digest::digest(
object = soubor znaky,
algo "sha256",
file = TRUE

stopifnot(identical(x = sha256 stazeny, y = sha256 ocekavany))

# 3. Nacteme tabulku a déme sloupclm kratké pracovni ndzvy
data znaky <- read.csv(

file = soubor znaky,

check.names = FALSE

names(data znaky) <- c(

"garden", "range", "population", "individual", "latitude", "longitude",
"block", "root weight g", "source", "leaf thickness mm",
"leaf toughness n", "leaf cn", "alkaloids mg g", "flavonoids mg g",

"lignin_mg g", "herb beetle pct", "herb caterpillar_ pct"

# 4. Vybereme S$anghajskou zahradu a vytvorime prdmér za populaci
data znaky shanghai <- data znaky[data znaky$garden == "SH", ]

data populace <- aggregate(
x = leaf thickness mm ~ population + range + source + latitude + longitude,
data = data_znaky shanghai,
FUN = mean

# 5. Otevreme osm vrstev CHELSA-BIOCLIM 2.1 (1981-2010)
vec vybrane bioclim <- c(
"biol", "bio4", "bio5", "bio6",
"biol2", "biol3", "biol4d", "biol5"
)
zaklad klima <- paste0(
"https://0s.zhdk.cloud.switch.ch/chelsav2/GLOBAL/",
"climatologies/1981-2010/bio/"




Sys.setenv(
GDAL _DISABLE READDIR ON OPEN = "YES",
CPL_VSIL CURL_ALLOWED EXTENSIONS = ".tif"
)
vec_adresy vrstev <- paste0(
"/vsicurl/", zaklad klima, "CHELSA ", vec vybrane bioclim,
" 1981-2010 V.2.1.tif"

# 6. Z vrstev vyzvedneme klima v souradnicich kazdé populace
body populaci <- terra::vect(
x = data_populace,
geom = c("longitude", "latitude"),
crs = "EPSG:4326"
)
list klima populaci <- lapply(
X = vec_adresy vrstev,
FUN = function(adresa) {
vrstva <- terra::rast(x = adresa)
terra::extract(x = vrstva, y = body populaci, ID = FALSE)[[1]]

)
data klima populaci <- as.data.frame(list klima populaci)
names(data_klima populaci) <- vec vybrane bioclim

# 7. Spojime znaky s osmi vybranymi BIOCLIM proménnymi
data vyuka <- cbind(data_populace, data klima populaci)

# 8. Pouzijeme stejné Ceské ndzvy a kédovani pdvodu jako v lekci
names(data vyuka) <- c(

"populace", "oblast", "puvod", "zemepisna_sirka", "zemepisna_ delka"
“"tloustka listu mm", "teplota rocni C", "teplota sezonnost",
"teplota max _C", "teplota min C", "srazky rocni_mm",

"srazky nejvlhci mesic_mm", "srazky nejsussi mesic_mm",
"srazky sezonnost"

data vyuka$puvod <- ifelse(

test = data_vyuka$puvod == "Native",
yes = "Puvodni",
no = "Zavleceny"

’




data _vyuka <- data vyukal[order(data vyuka$populace), 1]

# 9. Pred ulozenim ovérime ocekdvany pocet a Uplnost dat
stopifnot(
nrow(x = data_vyuka) == 128,
lanyNA(x = data_vyuka),
abs(x = cor(x = data_vyuka$teplota rocni C, y = data vyuka$teplota max C)
- 0.855) < 0.002
)

write.csv(
x = data_vyuka,
file = soubor vyuka,
row.names = FALSE,
na = ""

Puvodni tabulka z Dryad ma pfiblizné 121 kB. Osm vrstev CHELSA-BIOCLIM ¢teme po
malych usecich pfimo ze vzdalenych souboru, takze postup vyZaduje internetové ptipojeni a
muze nékolik minut bézet. Vrstva ma rozliseni 30 dhlovych sekund (pfiblizné 1 km). Studie
Cao et al. pouzila jiny klimaticky zdroj; nase vyukové hodnoty proto nejsou kopii klimatické
tabulky studie.

Zdroj znakul: Cao et al. (2025), Dryad, CC0, DOI 10.5061/dryad.qbzkh18r4. Klimatické vrstvy:
CHELSA-BIOCLIM 2.1, obdobi 1981-2010, CCO0; Brun et al. (2022), DOI 10.16904/envidat.332.



https://doi.org/10.5061/dryad.qbzkh18r4
https://www.chelsa-climate.org/datasets/chelsa_bioclim
https://doi.org/10.16904/envidat.332

4 Populace z teplejsich oblasti maji v priméru tenci listy
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Obrazek 1: Primérna tloustka listu a primérna ro¢ni teplota mista ptivodu. Jeden bod je jedna
populace péstovana v Sanghaji.

Co dokazeme vy¢ist z grafu?

Popiste smér a tésnost vztahu. Jak tésné body sleduji klesajici smér a vidite neobvykla
pozorovani?

Mozna odpoveéd

Body prevazné klesaji: populace z teplejsich mist maji v prameéru tenci listy. Vztah je zfetelny,
ale body neleZi na ptimce; pfi stejné teploté se tloustka populaci lii. Zadny bod nestoji tplné
mimo ostatni, i kdyz nékolik populaci lezi vyraznéji nad nebo pod hlavnim mrakem.

Z predchozich lekci zname korelaci, ktera smér a tésnost takového vztahu shrne jednim ¢islem:
# Pearsonova korelace roc¢ni teploty a tloustky listu

cor(
x = data_kridlatka$teplota rocni C,

10



y = data kridlatka$tloustka listu mm

[1] -0.6931225

Zaporna hodnota -0,69 potvrzuje klesajici a pomérné tésny vztah. Korelace vsak nema jednotky;
nefekne nam, o kolik milimetrt se tloustka listu lisi pfi rozdilu teploty 1 °C. K tomu pouZzijeme
znamy linearni model.

5 Jedna teplota, jeden sklon

Model s prumérnou ro¢ni teplotou jako jedinym prediktorem fitujeme stejné jako v pfedchozich

lekcich:

# Fitujeme primku s jedinou klimatickou proménnou
mod rocni_ teplota <-
Tm(
formula = tloustka listu mm ~ teplota rocni C,
data = data kridlatka

# Zobrazime cely prehled modelu
summary (object = mod _rocni_ teplota)

Call:
Im(formula = tloustka listu mm ~ teplota rocni C, data = data kridlatka)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.095017 -0.026242 0.003225 0.025530 0.091216

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.5105454 0.0115134 44.34 <2e-16 ***
teplota rocni C -0.0091332 0.0008462 -10.79 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' .01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
Residual standard error: 0.04161 on 126 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.4804, Adjusted R-squared: 0.4763
F-statistic: 116.5 on 1 and 126 DF, p-value: < 2.2e-16
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Najdéte ve vystupu fadek teplota_rocni C a odpovézte:

1. Jaké znaménko ma odhad koeficientu?
2. V jakych jednotkach koeficient interpretujeme?
3. Jakou zménu tloustky model ocekava pii rozdilu 5 °C?

Mozna odpoved

Koeficient je zaporny, —0,00913 mm na 1 °C. Dvé populace, jejichZ mista pavodu se lisi
prumérnou roc¢ni teplotou o 1 °C, se podle modelu lisi v tloustce listu v priméru o 0,00913
mm; teplejsi populace ma tenci list. Vypocet pro rozdil 5 °C ukazuje nésledujici odstavec.

Odhadnuty rozdil tloustky dvou populaci ziskame vynasobenim sklonu rozdilem jejich teplot:
odhadnuty rozdil tloustky = sklon roc¢ni teploty x rozdil ro¢ni teploty .
Pro rozdil 5 °C to je
—0,00913 x 5 = —0,046 mm.

Populace z mista teplejsiho o 5 °C ma tedy podle modelu v priaméru list ten¢i asi o 0,046 mm.
Pfimka v grafu ukazuje odhadnutou tloustku pro jednotlivé ro¢ni teploty a fialovy pas nejistotu
prumérného trendu:

12
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Obrazek 2: Pozorované populace a trend odhadnuty modelem s primérnou ro¢ni teplotou.

Dopliujici: udaj o popsané variabilité

Ve vystupu summary() je také R* = 0,480. Tato hodnota fika, Ze pfimka s rocni teplotou
popisuje pfiblizné 48 % variability populacnich praméra tloustky. R? samo nerozhoduje, ktery
z nékolika modeltt mame uprednostnit; jeho vyuziti pfi porovnavani modelt patii do pozdéjsi
lekce.

5.1 Sedi primka k datim?

Po interpretaci koeficientu zkontrolujeme residua: rozdily mezi pozorovanou tloustkou a hodno-
tou na primce. Vykreslime je proti hodnotam odhadnutym modelem:

# Z modelu ziskdme residua a odhadnuté hodnoty
vec residua rocni <- resid(object = mod rocni teplota)
vec_odhad rocni <- fitted(object = mod rocni_teplota)

# Residua proti odhadnutym hodnotdm s preruSovanou carou v nule
plot(

x = vec_odhad rocni,

y = vec_residua rocni,

xlab = "Odhadnutd tloustka listu (mm)",
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ylab = "Residuum (mm)",

pch
cex
cex

16,
1.2,

.axis = 1.3,

cex.lab = 1.3

)
abline(h = 0, lty = 2)
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Body by mély byt rozptylené kolem vodorovné nuly bez napadného oblouku nebo trychtyfe.
Oblouk ani trychtyi zde nevidime, takze pfimka je pro hruby popis vztahu pfijatelna. Body ale
nejsou rozmisténé uplné nahodné: pfi nizkych az stfednich odhadnutych hodnotéach lezi spis pod
nulou, potom spis nad ni. Pfimka tedy néco nezachytila. Residua jsou navic pomérné velka: ro¢ni
teplota zdaleka nevysvétluje vSechny rozdily mezi populacemi. Co v residuich zistalo, ukaze ¢ast

o puvodu populaci.

6 Také nejteplejsi mésic souvisi s tloustkou listu

V tabulce mame také maximum teploty nejteplejsiho mésice. Stejnym postupem ovéiime, jak

souvisi s tloustkou listu samo o sobé:
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# Fitujeme primku s maximem nejteplejsSiho mésice
mod max_teplota <-
Tm(
formula = tloustka listu mm ~ teplota max C,
data = data kridlatka

# Zobrazime cely prehled modelu
summary (object = mod max_ teplota)

Call:
Im(formula = tloustka listu mm ~ teplota max C, data = data kridlatka)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.087708 -0.026667 -0.007747 0.029279 0.119924

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.6509898 0.0247701 26.28 <2e-16 ***
teplota max C -0.0095029 0.0009013 -10.54 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 '*¥x' @,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.04207 on 126 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4687, Adjusted R-squared: 0.4645
F-statistic: 111.2 on 1 and 126 DF, p-value: < 2.2e-16

Model odhaduje rozdil -0,00950 mm pfi maximu nejteplejsiho mésice vyssim o 1 °C. Také tento

sklon popisuje celkovy vztah k jedné ¢asti teplotniho reZimu, bez ohledu na ostatni klimatické
vlastnosti.

15



W Primeérna tloustka listu (mm)

Obrazek 3: Pozorované populace a trend odhadnuty modelem s maximem teploty nejteplejsiho

Také u tohoto modelu zkontrolujeme residua stejnym grafem:

#

0,504

0,45 1

¥

0,401

[

0,354

0,301

20 25

= Maximum teploty nejteplejsiho mésice (°C)

meésice.

Residua proti odhadnutym hodnotdm modelu s maximem

plot(

)

x = fitted(object = mod max teplota),
y = resid(object = mod max teplota),
xlab = "Odhadnutd tloustka listu (mm)",

ylab = "Residuum (mm)",
pch = 16,
cex = 1.2,

cex.axis = 1.3,
cex.lab = 1.3

abline(h = 0, 1ty = 2)
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Residua jsou rozptylena kolem nuly bez vyrazného oblouku nebo trychtyfe. Oba jednoduché
modely tedy ukazuji klesajici klimaticky trend. Kazdy z nich ale pouziva jen jednu cast teplotniho
rezimu a kolem pfimky zustava zna¢na variabilita.

7 Jeden model, dvé teploty

Chceme odhadovat tloustku listu podle primérné ro¢ni i maximalni teploty soucasné. Do formule
pfidame druhy prediktor znaménkem +:

# Jeden model se dvéma teplotnimi prediktory
mod dve teploty <-
Tm(
formula = tloustka listu mm ~ teplota rocni C + teplota max C,
data = data kridlatka
)

# Zobrazime cely prehled modelu
summary (object = mod dve teploty)
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Call:
Im(formula = tloustka listu mm ~ teplota rocni C + teplota max C,
data = data kridlatka)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.081384 -0.024798 -0.003083 0.025821 0.105537

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.589936 0.030071 19.618 < 2e-16 ***
teplota rocni C -0.005279 0.001585 -3.330 0.00114 **
teplota max C -0.004751 0.001670 -2.845 0.00519 **

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.65 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.04048 on 125 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.512, Adjusted R-squared: 0.5042
F-statistic: 65.58 on 2 and 125 DF, p-value: < 2.2e-16

Znaménko + ve formuli fika, Ze model odhaduje pfispévek obou prediktorti soucasné. Nezna-
mena, Ze se dvé naméfené teploty prosté sectou. Koeficient rocni teploty popisuje jeji vztah k
tloustce pri stejném maximu nejteplejsiho mésice; koeficient maxima popisuje jeho vztah pri
stejné rocni teploté. Takovému modelu, ve kterém se prispévky prediktord jen s¢itaji, fikame

aditivni model.

Ve vystupu summary () najdéte tfi parametry modelu. Jak byste kazdy z nich popsali jednou
vétou a v jakych jednotkach?

Mozna odpoved

Radek (Intercept) je intercept, 0,590 mm: odhadnuta tloustka pii nulové ro¢ni i nulové ma-
ximalni teploté. Takova kombinace v datech neni, takze intercept slouzi hlavné jako vychozi
bod rovnice. Koeficient teplota_rocni_C, -0,00528 mm na 1 °C, porovnava populace se stej-
nym maximem nejteplejsiho mésice, které se lisi ro¢ni teplotou. Koeficient teplota max C,
-0,00475 mm na 1 °C, porovnava populace se stejnou roc¢ni teplotou, které se lisi maximem

nejteplejsiho mésice.

Slovné model skldda odhadnutou hodnotu ze ti ¢asti:
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odhadnutéa tloustka listu = intercept
+ sklon roc¢ni teploty x rocni teplota

+ sklon maxima X maximum nejteplejsiho mésice .

Konkrétni dosazeni ukaZeme na jedné skute¢né populaci:

# Vybereme populaci CN35 a jeji dvé teploty
data priklad <-
data kridlatka[
data_kridlatka$populace == "CN35",
c("populace", "teplota rocni C", "teplota max C")

data priklad

populace teplota rocni C teplota max C
29 CN35 15.25 29.85

Populace CN35 pochazi z mista s priumérnou roc¢ni teplotou 15,25 °C a maximem nejteplejsiho
mésice 29,85 °C. Dosazeni odhadnutych parametrt a téchto teplot je
tloustka = 0, 5899 + (—0,00528) x 15,25
+(—0,00475) x 29, 85
= 0,5899 — 0,0805 — 0, 1418
= 0,368 mm.

Stejnou strukturu zapisujeme pro dva prediktory obecné jako
Y, = Bo + B1 Xy + B2 Xg; + &4

a pro p prediktort jako
P
Y, =5+ Z»Biji + €.
j=1

Y, je tloustka listu populace i; 3, je intercept; §; je koeficient prediktoru j; X; je hodnota
prediktoru j u populace i; p je pocet prediktort; j oznacuje konkrétni prediktor a €; odchylku
populace od modelu. Kazdy koeficient ma podminény vyznam: 3; porovnava populace lisici se
v X, pfi stejnych hodnotach ostatnich prediktora.

8 Klimatické proménné nenesou nezavislé informace

Osm klimatickych proménnych v tabulce popisuje razné cCasti stejného klimatu. Proto se vyplati
podivat se na vztahy mezi samotnymi prediktory.
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Které dvojice budou silné souviset?

Nez se podivate na nasledujici obrazek, vyberte dvé klimatické proménné, u nichz oc¢ekavate
silnou kladnou korelaci. Ktery biologicky nebo fyzikalni vztah vas odhad podporuje?

Mozna odpovéd

Silné kladné by mély souviset napriklad primeérna rocni teplota a maximum nejteplejsiho
mésice: obé popisuji, jak teplé misto je. Podobné spolu budou souviset ro¢ni srazky a srazky
nejvlh¢iho mésice, protoze nejvlhéi mésic tvoii velkou ¢ast roéniho dhrnu.

Roéni teplota -

-0,05

Sezonnost teploty -

Nejteplejsi mésic -

Mejchladnéjsi mésic -

Roéni srazky -

Nejvlhci mésic -

Nejsussimésic- -0,18 -0,04

Sezonnost srazek - 0,21

Obrazek 4: Korela¢ni matice osmi klimatickych proménnych. Cisla jsou Pearsonovy korelaéni
koeficienty; fialova zna¢i kladnou, seda zapornou korelaci.

Dopliujici: jak korela¢ni matici spocitat
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Matici spocitame funkeci cor (), které predame tabulku jen s ¢iselnymi klimatickymi sloupci.
Vysledkem je ¢tvercova tabulka: v fadku i sloupci jsou stejné proménné a kazda bunka
obsahuje korelaci jedné dvojice. Graf vySe zobrazuje stejna ¢isla barevné a kazdou dvojici jen
jednou.

# Vybereme osm ¢iselnych klimatickych sloupcd
vec klima <-
c(
"teplota rocni C", "teplota sezonnost", "teplota max C",
"teplota min C", "srazky rocni_mm", "srazky nejvlhci mesic_mm",
"srazky nejsussi mesic mm", "srazky sezonnost"

# Korelace vSech dvojic, zaokrouhlené na dvé desetinnd mista
round (
x = cor(x = data_kridlatka[, vec_klimal),

digits = 2
)
teplota rocni C teplota sezonnost teplota max C
teplota rocni C 1.00 -0.05 0.85
teplota sezonnost -0.05 1.00 0.45
teplota max C 0.85 0.45 1.00
teplota min C 0.77 -0.64 0.36
srazky rocni_mm 0.72 -0.15 0.53
srazky nejvlhci mesic_mm 0.82 -0.08 0.63
srazky nejsussi mesic_mm -0.18 -0.04 -0.14
srazky sezonnost 0.68 0.21 0.63
teplota min C srazky rocni mm srazky nejvlhci mesic _mm
teplota rocni C 0.77 0.72 0.82
teplota sezonnost -0.64 -0.15 -0.08
teplota max C 0.36 0.53 0.63
teplota min C 1.00 0.58 0.63
srazky rocni_mm 0.58 1.00 0.93
srazky nejvlhci mesic_mm 0.63 0.93 1.00
srazky nejsussi_mesic_mm -0.15 0.33 0.01
srazky sezonnost 0.37 0.39 0.67
srazky nejsussi mesic_mm srazky sezonnost
teplota rocni C -0.18 0.68
teplota sezonnost -0.04 0.21
teplota max C -0.14 0.63
teplota min C -0.15 0.37
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srazky rocni mm 0.33 0.39

srazky nejvlhci_mesic_mm 0.01 0.67
srazky nejsussi mesic_mm 1.00 -0.59
srazky sezonnost -0.59 1.00

Primérna ro¢ni teplota a maximum nejteplejsiho mésice koreluji 0,855. Obé proménné proto
nesou z velké ¢asti stejnou informaci o tom, jak teplé je misto ptivodu:
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Obrazek 5: Primérna roc¢ni teplota a maximum nejteplejsiho mésice mista ptivodu. Jeden bod je
jedna populace.

Kdyz prediktory v modelu spolu silné souviseji, mluvime o korelaci prediktort. Co to znamena

pro model, uvidime v nésledujici ¢asti.

9 Proc¢ se odhad roc¢ni teploty zménil?

Porovname koeficient ro¢ni teploty v modelu, kde je jedinym prediktorem, a v modelu se dvéma
teplotami. Oba modely pouzivaji stejnych 128 populaci, takze rozdil nevznika zménou analyzo-

vanych radku.

# Celd tabulka koeficientd modelu s jednou teplotou
coef(object = summary(object = mod rocni teplota))
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.510545418 0.01151336 44.34376 9.711812e-79
teplota rocni C -0.009133159 0.00084616 -10.79365 1.237814e-19

# Celd tabulka koeficientd modelu se dvéma teplotami
coef(object = summary(object = mod dve teploty))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.589935700 0.030071033 19.618073 5.666443e-40
teplota rocni C -0.005278927 0.001585346 -3.329828 1.142457e-03
teplota max C -0.004750850 0.001669974 -2.844864 5.193218e-03

V kazdé tabulce najdeme fadek teplota_rocni_C. Sloupec Estimate obsahuje odhad koeficientu
a sloupec Std. Error jeho standardni chybu.

Odhad se zméni z —0,00913 na -0,00528 mm na 1 °C. V prvnim modelu koeficient ro¢ni teploty
zahrnuje veskerou informaci, kterou tato proménna nese o celkovém teplotnim rezimu, vcetné té,

kterou sdili s maximem nejteplejsiho mésice. Po pridani maxima se ptame na uzsi otazku: jak se lisi
tloustka listu mezi populacemi se stejnym maximem, ale odli$nou primérnou ro¢ni teplotou.

Standardni chyba soucasné vzroste z 0,00085 na 0,00159 mm na 1 °C. Pro¢ presnost klesla, napovi
graf dvou teplot z pfedchozi ¢asti.

Jakou otazku zodpovida koeficient ro¢ni teploty?

Koeficient roéni teploty v modelu se dvéma teplotami porovnava populace se stejnym
maximem nejteplejsitho mésice, které se lisi praimérnou ro¢ni teplotou. Najdéte v pfedchozim
bodovém grafu dvou teplot populace, které takové srovnani skuteéné umoziuji. Je jich hodné,
nebo malo?

Mozna odpoveéd

Hledame body, které lezi na témér stejné vysce (stejné maximum), ale daleko od sebe ve
vodorovném sméru (ruzna ro¢ni teplota). Protoze body tvofi uzky rostouci mrak, je takovych
dvojic malo a lezi hlavné na okrajich mraku.

Na podminénou otazku proto odpovida jen mala ¢ast dat. Model o ni vi méné nez o celkovém
vztahu, a samostatné pfispévky obou teplot se tak oddéluji s vétsi nejistotou, piestoze model 1ze
bez problému fitovat.

Doplnujici: korelované prediktory mohou vytvaret nestabilni koeficienty
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Kdyz dva prediktory nesou téméf stejnou informaci, model ma malo pozorovani, ktera by je
dokazala od sebe oddélit. Mala zména dat nebo pfidani nékolika populaci pak mtze vyrazné
zménit jejich jednotlivé koeficienty, znaménka i standardni chyby. Proto je necteme jako dvé
samostatné biologické odpovédi bez ohledu na jejich prekryv.

Pomocnym ukazatelem byva VIF (variance inflation factor), ktery shrnuje, nakolik je nejistota
koeficientu zvétsena prekryvem s ostatnimi prediktory. VIF ale nema univerzalni hranici, po
jejimz prekrofeni musime proménnou automaticky smazat. Rozhodujeme podle biologické
otazky, rozsahu spole¢né pozorovanych hodnot a toho, zda chceme samostatné interpretovat
koeficienty, nebo predpovidat podporované kombinace.

Doplnujici: porovnani neni vybér nejlepsiho modelu

Zde porovnavame koeficienty, protoze chceme pochopit, jak pridani souvisejiciho prediktoru
zménilo statistickou otazku. O vybéru modelu ale nerozhodujeme. V dalsich lekcich budeme
pracovat s principem uspornosti: mezi biologicky smysluplnymi modely budeme hledat
takovy, ktery popisuje data dostatecné dobfe bez zbytecné slozitosti. K tomu nestaci vybrat
model s nejvyssim R®.

9.1 Zménil druhy prediktor strukturu residui?

Také model se dvéma teplotami zkontrolujeme grafem residui:

# Residua proti odhadnutym hodnotdm modelu se dvéma teplotami
plot(

x = fitted(object = mod dve teploty),

y = resid(object = mod dve teploty),

xlab = "Odhadnutd tloustka listu (mm)",

ylab = "Residuum (mm)",
pch = 16,
cex = 1.2,

cex.axis = 1.3,
cex.lab = 1.3

)
abline(h = 0, lty = 2)
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Graf vypada podobné jako u modelu s jednou teplotou: Zadny vyrazny oblouk ani trychtyt, ale
stejné mirné seskupeni residui pod nulou a nad ni. Druha teplota je tedy nevysvétlila. Zménu
koeficientu proto necteme jako opravu nevyhovujiciho prvniho modelu, ale jako zménu otazky a
jeji nejistoty.

10 Pivod populaci méni pribéh vztahu

Jeden linearni model mtze kombinovat ¢iselné i kategorialni prediktory. Typ prediktoru neméni
zakladni princip: znaménkem + pridavame do stejného modelu dalsi informaci. Rozlisime pozo-
rované populace podle ptivodu, zatim bez modelovych pfimek:
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Obrazek 6: Pozorované populace rozlisené podle ptivodniho a zavle¢eného arealu. Jeden bod je
jedna zdrojova populace.

Jak se lisi obé skupiny?

Ve kterych teplotach pozorujeme piivodni a zavlecené populace? Ktera skupina ma pfi
podobné teploté vyse polozené body? Je klesajici vztah stejné zfetelny uvnitt obou skupin
jako v celém souboru?

Mozna odpoveéd

Puvodni populace pochazeji prevazné z teplejsich mist, zavlecené z chladnéjsich. Tam, kde
se teploty obou skupin prekryvaji, lezi zavlecené populace vyse: maji silnéjsi listy. Uvnitf
kazdé skupiny uz klesajici vztah zfetelny neni. Velka ¢ast celkového poklesu tak vznika tim,
ze skupiny lezi v ruznych ¢astech teplotni osy.

Celkovy vztah napti¢ véemi populacemi proto spojuje dvé véci: rozdil mezi skupinami a pfipadny
vztah k teploté uvnitf skupin. K ro¢ni teploté pfidame kategorialni prediktor ptivodu:

# Jeden model s pdvodem a ro¢ni teplotou
mod _puvod <-
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Tm(
formula = tloustka listu mm ~ puvod + teplota rocni C,
data = data_kridlatka

# Zobrazime cely prehled modelu
summary (object = mod_puvod)

Call:
Im(formula = tloustka listu mm ~ puvod + teplota rocni C, data = data kridlatka)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.089547 -0.017475 -0.003619 0.009723 0.108468

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.311427 0.021253 14.653 <2e-16 ***
puvodZavleceny 0.108947 0.010651 10.228 <2e-16 ***
teplota rocni C 0.001491 0.001213 1.229 0.221

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.65 '.' 0.1 " ' 1

Residual standard error: 0.03082 on 125 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7172, Adjusted R-squared: 0.7126
F-statistic: 158.5 on 2 and 125 DF, p-value: < 2.2e-16

Ktera skupina je ve vystupu referencni? Najdéte spole¢ny sklon ro¢ni teploty a posun zavle-
cenych populaci vii¢i puvodnim. Jak byste oba koeficienty popsali v biologickych jednotkach?

Mozna odpoveéd

Referenc¢ni skupinou jsou ptivodni populace, protoze ve vystupu je jen fadek puvodZavleceny.
Jeho koeficient, 0,109 mm, rika, o kolik silnéjsi list maji zavlecené populace nez puvodni
pri stejné rocni teploté. Koeficient teplota rocni C, +0,00149 mm na 1 °C, je sklon roc¢ni
teploty pri stejném puvodu; model predpoklada, Ze je v obou skupinach stejny:.

Model se znaménkem + je i zde aditivni. Koeficient pivodu posouva jednu skupinu vici druhé,
zatimco koeficient ro¢ni teploty urcuje spole¢ny sklon obou skupin. V grafu proto vidime dvé
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rovnobézné primky. Kazdou kreslime jen v rozsahu teplot, ve kterém danou skupinu skute¢né
pozorujeme:
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Obrazek 7: Body jsou pozorované populace. Rovnobézné pfimky jsou odhady aditivniho modelu
se spole¢nym sklonem ro¢ni teploty a rozdilnou vyskou pro kazdy ptivod; kazda pfimka pokryva
jen pozorované teploty své skupiny.

Primky jsou téméf vodorovné. Rozdil mezi nimi, tedy posun zavlecenych populaci, je zato zfetelny.

Dopliujici: co kdyby skupiny nemély spolecny sklon?

Graf muze vyvolat otazku, zda se vztah mezi ro¢ni teplotou a tloustkou listu lisi podle
puvodu populace. Takovou otazku fesi interakce prediktort: dovolila by kazdé skupiné jiny
sklon, takze pfimky by nemusely byt rovnobézné. Interakce patti do nasledujici lekce; zde ji
nefitujeme ani neinterpretujeme.
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Aditivni model ‘ ‘ Model s interakci

Tlougtka listu ([schematicky)

Teplota (sche maticky)
Plvod == Plvodni aredl == Zavleceny areal

Obrazek 8: Schematické porovnani. Aditivni model vyzaduje spole¢ny sklon; interakce by
umoznila rozdilné sklony skupin.

Levy panel ukazuje pfedpoklad naseho aditivniho modelu. Pravy panel neni vysledek dalsi
analyzy; pouze ukazuje tvar, ktery by model s interakci mohl povolit.

10.1 Sedi model s teplotou a piivodem k datim?

# Residua proti odhadnutym hodnotdm modelu s plvodem a teplotou
plot(

x = fitted(object = mod puvod),

y = resid(object = mod puvod),

xlab = "Odhadnutd tloustka listu (mm)",

ylab = "Residuum (mm)",
pch = 16,
cex = 1.2,

cex.axis = 1.3,
cex.lab = 1.3

)
abline(h = 0, lty = 2)
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Odhadnuté hodnoty tvofi dva shluky, protoze model dava kazdé skupiné jinou vysku ptimky. V
obou shlucich lezi residua kolem nuly bez oblouku nebo zfetelného trychtyte. Seskupeni residui,
které jsme vidéli u modelu s teplotou, tak vysvétlil puvod populaci. Diagnosticky graf neukazuje
dtvod ménit strukturu modelu.

Dopliujici: které populace maji na model velky vliv?

Cookova vzdalenost doplriuje kontrolu residui o otazku, zda néktera populace vyrazné ovliv-
nuje odhadnuté koeficienty:

# Cookova vzdalenost kazdé populace
vec_cook <- cooks.distance(model = mod puvod)

plot(
X = vec_cook,
xlab = "Poradi populace v tabulce",
ylab = "Cookova vzdalenost",
pch = 16,
cex = 1.2,

cex.axis = 1.3,
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cex.lab = 1.3
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# Populace s nejvyssSi hodnotou
data_kridlatka$populace[which.max(x = vec_cook)]

[1] "JA2"

Nejvyssi hodnotu ma populace JA2 (0,087), ale ostatni populace maji hodnoty podobné malé.
Z4dna populace tedy od ostatnich vyrazné nevybocuje a odhady nestoji na jediném pozoro-
vani. Kdyby néktera populace vybocovala, nemazali bychom ji automaticky: nejprve bychom
ovérili jeji zdrojova data a zjistili, pro¢ ma na model velky vliv.

11 Pri stejném puavodu sklon teploty témér mizi

Porovnejme dva odhady sklonu ro¢ni teploty. V prvnim modelu, kde byla teplota jedinym predik-
torem, tloustka listu klesala o0 0,00913 mm na 1 °C. V modelu s pivodem je sklon +0,00149 mm
na 1 °C a jeho 95% interval spolehlivosti saha od -0,00091 do 0,00389, takze zahrnuje nulu. Oba
intervaly vypise funkce confint (), kterou zname z predchozich lekci:
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# 95% intervaly spolehlivosti koeficientd modelu s jednou teplotou
confint(object = mod rocni teplota)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.48776083 0.533330010
teplota rocni C -0.01080769 -0.007458633

# 95% intervaly spolehlivosti koeficientd modelu s plvodem a teplotou
confint(object = mod puvod)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 0.2693633321 0.353489741
puvodZavleceny 0.0878668511 0.130027751
teplota rocni C -0.0009100173 0.003891958
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Napfié \.féemTi populacemi Pfi stejnér'n plvodu

Obrazek 9: Sklon ro¢ni teploty se dvéma odlisnymi otazkami. Body jsou odhady, usecky jejich
95% intervaly spolehlivosti, Seda ¢ara nulovy sklon.

Jak je mozné, 7e pridani jednoho prediktoru téméf smaze zietelny klesajici trend? Odpovéd jsme
uz vidéli v grafu s barevné rozliSenym ptvodem. Pivodni populace pochézeji z mist s primérnou

roé¢ni teplotou 12,15 az 19,95 °C, zavleCené z mist s teplotou 5,95 az 16,35 °C. Pfislusnost k arealu
tedy souvisi s teplotou. Zaroven souvisi s tloustkou listu: zavle¢ené populace maji pfi stejné

32



teploteé silnéjsi listy. Celkovy sklon proto misi dvé cesty: pfipadny vztah teploty k tloustce a rozdil
mezi puvodnimi a zavleCenymi populacemi, které lezi v riznych castech teplotni osy.

Kdyz tfeti proménna souvisi s prediktorem i s odezvou a vytvari tak ¢ast jejich celkové souvislosti,
mluvime o konfundovani. Zde konfundujici proménnou predstavuje pivod populace. Po jeho
zohlednéni odpovida koeficient teploty na uzsi otazku: lisi se tloustka listu podle teploty mezi
populacemi stejného ptivodu? Podle nasich dat je takovy vztah maly a jeho smér nedokazeme
spolehlivé ur¢it.

Ani jeden koeficient neni ,ten jediny pravy®. Prvni popisuje celkovy vztah nap#i¢ oblastmi, druhy
vztah uvnitf skupin se stejnym ptivodem. Vysledek také netika, Ze teplota nema zadny biologicky
vyznam. Pavod v sobé nese mnoho dalsich rozdil, napiiklad genetickou a evoluéni historii
populaci, a teploty obou skupin se prekryvaji jen v rozsahu 12,15 az 16,35 °C. Podminény sklon
proto stoji na omezené ¢asti dat.

Doplnujici: pridat dalsi prediktor neni vzdy spravna kontrola

Dalsi prediktor ma smysl pridat podle biologické otazky a predstavy o tom, jak proménné
vznikly. Pfi konfundovani ovliviiuje tieti proménna prediktor i odezvu, takze jejich celkova
asociace misi vice cest. Zohlednéni takové proménné mize otazku zpfesnit.

Jina situace nastane, kdyz doplnime prostfedni ¢lanek mechanismu. Pokud hnojeni méni
obsah dusiku v listu a ten nasledné rust, kontrola dusiku odstrani ¢ast G¢inku hnojeni a
polozi uzsi otazku o pfimé cesté. Jesté opatrnéjsi musime byt u spolecného nasledku dvou
proménnych: vybér pouze prezivsich jedincti mize vytvorit asociaci mezi vlastnostmi, které
ovliviuji preziti, i kdyz spolu v ptivodni populaci nesouvisely.

Pravidlo ,pfidejte do modelu vse, co mate® proto nechrani automaticky pfed zkreslenim.
Model popisuje podminéné vztahy; kauzalni vyznam vyzaduje navic znalost usporadani
studie a biologického mechanismu.

12 Jak porovnat skupiny pfri stejné teploté?
Koeficient puvodZavleceny porovnava skupiny pfi stejné ro¢ni teploté. Pro¢ nesta¢i porovnat
prosté prameéry tloustky obou skupin? Spocitejme je:

# Prosty prdmér tloustky listu plvodnich populaci
prumer_puvodni <-

mean(x = data kridlatka$tloustka listu mm[data kridlatka$puvod == "Puvodni"])
prumer puvodni

[1] 0.3370428
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# Prosty primér tloustky listu zavlecenych populaci
prumer zavleceny <-
mean (X = data_kridlatka$tloustka listu mm[data kridlatka$puvod ==
"Zavleceny"])
prumer_ zavleceny

[1] 0.4347821

Rozdil prostych praméra je 0,098 mm. Tyto prameéry popisuji skute¢né pozorované skupiny, jenze
skupiny se li§ii rozloZzenim ro¢nich teplot. Rozdil prostych priméria proto spojuje rozdil ptivodu s
rozdilem klimatu. Chceme-li porovnat ptivod samotny, musime obé skupiny porovnat pri stejné

teploté, a to takové, pri které mame data z obou skupin. Spocitame rozsahy teplot obou skupin a
jejich spole¢nou cast:

# Rozsah rocnich teplot v kazdé skupiné
vec_rozsah puvodni <-

range(data_kridlatka$teplota rocni C[data kridlatka$puvod == "Puvodni"])
vec rozsah zavleceny <-
range(data_kridlatka$teplota rocni C[data_ kridlatka$puvod == "Zavleceny"])

# Spolecnd cast: vyssi z dolnich mezi a nizsi z hornich mezi
&(
max(vec_rozsah puvodni[l], vec rozsah zavleceny[1l]),
min(vec_rozsah puvodni[2], vec rozsah zavleceny[2])

[1] 12.15 16.35

Teploty obou skupin se prekryvaji pfiblizné od 12,15 do 16,35 °C. Zvolime srovnavaci teplotu
uvniti tohoto prekryvu:

# Srovnavaci teplota uvnitr spolecného rozsahu obou skupin
teplota pro _porovnani <- 14

Vytvorime dva radky, které se lisi pouze ptivodem. Jde o modelové scénafre pri stejné rocni teplote,
nikoli o nové namétrené populace:

# Dva scénare: stejnd teplota, jiny ptlvod
data_scenare <-
data. frame(
puvod = factor(
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x = c("Puvodni", "Zavleceny"),

levels = levels(x = data kridlatka$puvod)
Do
teplota rocni C = c(

teplota pro porovnani,

teplota pro_porovnani

data scenare

puvod teplota rocni C
1 Puvodni 14
2 Zavleceny 14

Model sklada odhadnutou tloustku ze tii ¢asti:

odhadnutéa tloustka = intercept + posun zavlec¢eného aredlu 4 sklon roc¢ni teploty x roc¢ni teplota .

U ptvodni populace je posun nulovy, protoze jde o referen¢ni skupinu. Dosazeni pro prvni fadek
je

0,3114 + 0 + (0,00149) x 14

=0,3114 + 0 + 0,0209

= 0,332 mm.

U zavleCené populace se pfida koeficient puvodZavleceny:

0,3114 + 0,1089 + (0,00149) x 14
=0,3114 + 0,1089 + 0, 0209
= 0,441 mm.

Ruéni vypocet zkontrolujeme funkci predict (). Vysledky pridame do stejné dvouradkové tabul-
ky:

# 0dhadnutad tlousStka pro oba scénare
data_scenare$odhad mm <-
predict(
object = mod puvod,
newdata = data_scenare

data_scenare
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puvod teplota rocni C odhad mm
1 Puvodni 14 0.3323001
2 Zavleceny 14 0.4412474

Rozdil obou odhadu pii stejné teploté je 0,109 mm. Je presné roven koeficientu puvodZavleceny,
protoZe ostatni ¢asti rovnice jsou v obou scénafich stejné. Rozdil prostych prumeéra, 0,098 mm,
odpovida na jinou otazku. Zde jsou obé ¢isla presto blizko, protoze uvnitf jednoho ptvodu se
tloustka s teplotou témér neméni. Kdyby teplota uvnitf skupin s tloustkou vyrazné souvisela,
mohla by se obé porovnani lisit mnohem vic.

Obecny zapis pro puvodni populaci je
Y, = By + B X,
zatimco pro zavlecenou populaci pridame skupinovy koeficient:
Y, =B, + Bzavleéeny + B X;.

Yi je odhadnuta tloustka populace %, X; jeji primérna roc¢ni teplota, ﬁo intercept, tedy vychozi

hodnota pavodni skupiny, 3 rozdil zavle¢ené skupiny pii stejné teploté a 3, zména s

zavleceny
pramérnou ro¢ni teplotou pfi stejném ptvodu.

Tabulka zatim obsahuje dva bodové odhady, ale neukazuje, jak presné je model urcil.

13 Jak pfesné zname modelové praméry?

Funkci emmeans () zname z porovnavani skupin v minulé lekci. Zde ji navic fekneme, pii které
hodnoté c¢iselného prediktoru ma skupiny porovnat. Vrati stejné bodové odhady, které jsme
sestavili ru¢né, a k nim jejich nejistotu:

# Modelové priméry obou skupin pri srovnavaci teploté
res_modelove prumery <-
emmeans: :emmeans (
object = mod puvod,
specs = ~ puvod,
at = list(teplota rocni C = teplota pro_porovnani)

res_modelove prumery

puvod emmean SE df lower.CL upper.CL
Puvodni 0.332 0.00567 125 0.321 0.344
Zavleceny 0.441 0.00638 125 0.429 0.454
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Confidence level used: 0.95

Sloupec emmean obsahuje modelové pruméry a sloupce lower.CL a upper.CL meze jejich 95%
intervalu spolehlivosti. Interval plati pro primérnou modelovou tloustku populaci daného
puvodu pfi 14 °C, nikoli pro jednu novou populaci. Pro pivodni populace sahé od 0,321 do 0,344
mm, pro zavlecené od 0,429 do 0,454 mm. Intervaly se nepfekryvaji.
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Obrazek 10: Modelové priméry pavodnich a zavleCenych populaci pfi stejné ro¢ni teploté. Svislé
usecky jsou 95% intervaly spolehlivosti.

Dopliujici: jak bezpecné predikovat z vice prediktori

Stejné intervaly vrati také predict() s argumentem interval = "confidence":

# Stejné scénare, k odhaddm pridadme 95% intervaly spolehlivosti
predict(

object = mod puvod,

newdata = data_scenare,

interval = "confidence"
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fit lwr upr
1 0.3323001 0.3210759 0.3435244
2 0.4412474 0.4286232 0.4538716

Tabulka newdata musi obsahovat kazdy prediktor modelu se stejnymi nazvy, jednotkami
a urovnémi faktort. U modelu se dvéma teplotami navic nesta¢i, aby byla kazda hodnota
samostatné v pozorovaném rozsahu. Jejich kombinace musi odpovidat realnému klimatu.

Predikce neni stavebnice libovolnych hodnot

Kombinace nizké ro¢ni teploty a velmi vysokého maxima nejteplejstho mésice muze lezet
mimo spolecny mrak dat. Model ¢islo vypocita, ale data takovou klimatickou situaci
nemusi podporovat.

Porovname dva scénare pro model se dvéma teplotami:

# Podporovany a nepodporovany klimaticky scénar
data klima scenare <-
data.frame(
teplota rocni C = c(teplota pro porovnani, 7),
teplota max C = c(29, 33)

# Odhady s 95% intervaly spolehlivosti
predict(
object = mod dve teploty,
newdata = data_klima_scenare,
interval = "confidence"

fit lwr upr
1 0.3782561 0.3703263 0.3861858
2 0.3962052 0.3591626 0.4332477
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Obrazek 11: Podporovany scénat lezi uvnitf spole¢ného mraku obou teplot; nepodporovany
scénaf sklada dvé jednotlivé mozné, ale spole¢né nepozorované hodnoty.

Oba fadky maji interval spolehlivosti pro modelovy pramér. Model vypocita i nepodporovany
scénaf, protoze jeho dvé hodnoty jsou ¢iselné platné. V datech vsak takova kombinace
chybi, takze vysledek neméa vécnou oporu; interval z predict () nas na chybéjici klimatickou

analogii sdm neupozorni.

14 Zalezi u testu na poradi prediktora?

V predchozich lekcich jsme testovali, zda je koeficient slucitelny s nulou, a funkei anova() jsme
pokladali celkovou otazku o rozdilech mezi skupinami. U modelu s nékolika prediktory musime
rozlisit test koeficientu a sekvencni test prediktoru. Oba uvadéji p-hodnotu, ale odpovidaji

na jinak formulované otazky.

Vytvofime druhy zapis stejného modelu. Obsahuje stejné dva prediktory a lisi se pouze jejich

poradim ve formuli:

# Stejné prediktory zapiSeme v opacném poradi
mod dve teploty opacne <-
Tm(
formula = tloustka listu mm ~ teplota max C + teplota rocni C,

39



data = data kridlatka

14.1 Co se zméni v tabulce koeficientu?

Tabulka summary () testuje u kazdého koeficientu nulovou hypotézu, Ze je pfi zohlednéni ostatnich
prediktort roven nule. V obou zapisech porovname odhady, standardni chyby, t-statistiky a p-
-hodnoty:

# Tabulka koeficientl: nejdriv roc¢ni teplota, potom maximum
coef(object = summary(object = mod dve teploty))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.589935700 0.030071033 19.618073 5.666443e-40
teplota rocni C -0.005278927 0.001585346 -3.329828 1.142457e-03
teplota max C -0.004750850 0.001669974 -2.844864 5.193218e-03

# Tabulka koeficientd: nejdriv maximum, potom ro¢ni teplota
coef(object = summary(object = mod dve teploty opacne))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 0.589935700 0.030071033 19.618073 5.666443e-40
teplota max C -0.004750850 0.001669974 -2.844864 5.193218e-03
teplota rocni C -0.005278927 0.001585346 -3.329828 1.142457e-03

Porovnejte radky teplota rocni Ca teplota max C v obou tabulkach. Zustaly stejné sloup-
ce Estimate, Std. Error,t valueaPr(>|t|)?

Mozna odpoved

Ano. Zmeénilo se pouze poradi radkt. Oba zapisy maji stejné koeficienty a stejné testy koefi-
cientt, protoze kazdy koeficient stale popisuje vztah pii stejné hodnoté druhého prediktoru.

Stejné jsou také odhadnuté hodnoty a residua:
# Shoduji se odhadnuté hodnoty obou zdpisi?

all.equal(
target = fitted(object = mod dve teploty),
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current = fitted(object = mod _dve teploty opacne)

[1] TRUE

# Shoduji se residua obou zdapisu?

all.equal(
target = resid(object = mod dve teploty),
current = resid(object = mod dve teploty opacne)

[1] TRUE

Vysledek TRUE potvrzuje, ze jde o tentyz fitovany model. Nemusime proto opakovat diagnostiku
residuli.

14.2 Sekvencni analyza rozptylu klade otazky zleva doprava

Zakladni anova() v R pouziva sekvenc¢ni testy. Prvni fadek se pta, kolik variability popise prvni
prediktor oproti modelu bez klimatického prediktoru. Druhy fadek se pta, kolik dalsi informace
prida druhy prediktor po zohlednéni prvniho.

Obé teploty jsou silné korelované. Ktery prediktor prevezme jejich spole¢nou informaci, kdyz
jej zapiseme jako prvni?

Mozna odpoved

Spole¢nou informaci prevezme vzdy ten prediktor, ktery je ve formuli prvni. Druhy prediktor
dostane jen to, co pfidava navic. Proto cekame, Ze radek stejné teploty bude v obou tabulkach
vypadat jinak podle toho, zda stoji prvni, nebo druhy.

# Roc¢ni teplota vstupuje do sekvenc¢niho testu jako prvni
anova(object = mod dve teploty)

Analysis of Variance Table

Response: tloustka listu mm
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
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teplota rocni C 1 0.201696 0.201696 123.0616 < 2.2e-16 ***
teplota max C 1 0.013265 0.013265 8.0933 0.005193 **
Residuals 125 0.204873 0.001639

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.65 '.' 0.1 ' ' 1

# Maximdlni teplota vstupuje do sekvencniho testu jako prvni
anova(object = mod dve teploty opacne)

Analysis of Variance Table

Response: tloustka listu mm
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

teplota_max_C 1 0.196788 0.196788 120.067 < 2.2e-16 ***
teplota rocni C 1 0.018173 0.018173 11.088 0.001142 **
Residuals 125 0.204873 0.001639

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Kdy?z je prvni ro¢ni teplota, jeji fadek prevezme také velkou ¢ast informace sdilené s maximalni
teplotou. Raddek maxima nejteplejsiho mésice zachycuje pouze to, co maximum ptida nad ramec
ro¢ni teploty. Pfi opa¢ném poradi pfevezme sdilenou ¢ast maximum.

Rozdil je v tabulkach konkrétni. P-hodnota sekvené¢niho testu ro¢ni teploty je pfi jejim prvnim
misté mensi nez 107*%, ale po pfedchozim zohlednéni maximalni teploty 0,0011. U maximalni
teploty se p-hodnota zméni z hodnoty mensi nez 10 pfi prvnim misté na 0,0052 po zohlednéni
ro¢ni teploty.

Proto se mezi tabulkami méni sekvenéni soucty ¢tverci, F-statistiky a p-hodnoty. Neméni se vsak
data ani fitovany model. P-hodnota koeficientu v summary () odpovida podminéné otazce ,piidava
tento prediktor informaci pfi zahrnuti druhého prediktoru?”. Protoze méa kazdy ¢iselny prediktor
jeden stupen volnosti, shoduje se tato p-hodnota se sekvenénim testem prediktoru zapsaného jako
druhy.

Z ptedchozich lekci zname obecny vyznam vysvétlené a nevysvétlené variability, soucti ¢tverct
a F-statistiky. Zde je pouzivame k pochopeni dusledku pofadi prediktort. K podrobnéjsimu
rozdéleni sdilené variability mezi nékolik prediktorti a k dalsim zptisobiim testovani modelovych
¢lent se vratime v dalsich lekcich.

Co je hlavni zprava?
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Poradi prediktort ve formuli méni p-hodnoty sekvencnich testa z anova(), ale neméni p-
-hodnoty koeficients v summary (). Pfesouvani prediktort ve formuli proto neni zpusob, jak

vybrat vhodné prediktory nebo ziskat pfiznivéjsi vysledek.

Doplnujici: test celého modelu

Posledni radek vystupu summary () obsahuje jesté jeden test: F-statistic a jeho p-hodnotu.
Ten se nepta na jeden prediktor, ale na cely model: popisuji obé teploty dohromady tloustku
listu lépe nez model bez jakéhokoli prediktoru, ktery pro kazdou populaci odhaduje jen

celkovy priamér? Je to stejna celkova otazka, jakou jsme v minulé lekci kladli funkei anova()
u skupin.

Stejny test dostaneme, kdyz model bez prediktort porovname s modelem se dvéma teplotami:

# Model bez prediktord odhaduje jen celkovy primér tloustky
mod nulovy <-
Tm(
formula = tloustka listu mm ~ 1,
data = data kridlatka

# Pridaji obé teploty dohromady informaci o tlousStce listu?
anova (

object = mod nulovy,

mod dve teploty

Analysis of Variance Table

Model 1: tloustka listu mm ~ 1

Model 2: tloustka listu mm ~ teplota rocni C + teplota max C
Res.Df RSS Df Sum of Sq E Pr(>F)

1 127 0.41983

2 125 0.20487 2  0.21496 65.577 < 2.2e-16 ***

Signif. codes: @ '***' @,001 '**' 0.01 '*' .05 '.' 0.1 ' ' 1

F-statistika 65,58 je stejna jako v poslednim fadku summary(object = mod dve teploty).
Na rozdil od sekvencénich testl nezavisi na poradi prediktort, protoZze porovnava cely model
naraz. Velmi mala p-hodnota ale nefika, ktery z korelovanych prediktort je dilezity, ani zda
je model vhodny. Porovnavani vice pfedem zvolenych modela se budeme vénovat v dalsich
lekeich.
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Doplnujici: testy nezavislé na poradi prediktort

Pokud chceme kazdy prediktor testovat po zohlednéni vSech ostatnich prediktort v aditivnim
modelu, mizeme pouzit testy typu II z funkce car: :Anova(). Na rozdil od sekvencnich testt
z anova () nepridéluji sdilenou informaci podle poradi ¢lent ve formuli.

# Kazdy prediktor testujeme po zohlednéni druhého prediktoru
car: :Anova(

mod = mod _dve_ teploty,

type = 2

Anova Table (Type II tests)

Response: tloustka listu mm

Sum Sq Df F value Pr(>F)
teplota rocni C 0.018173 1 11.0878 0.001142 **
teplota max C 0.013265 1 8.0933 0.005193 **
Residuals 0.204873 125

Signif. codes: 0 '***' 0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' '1

# Obraceni poradi ve formuli odpovéd nezméni
car: :Anova(

mod = mod dve teploty opacne,

type = 2

Anova Table (Type II tests)

Response: tloustka listu mm

Sum Sq Df F value Pr(>F)
teplota max C 0.013265 1 8.0933 0.005193 **
teplota rocni C 0.018173 1 11.0878 0.001142 **
Residuals 0.204873 125

Signif. codes: 0 '***' 0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' '1

Radky se v tabulkich objevi v potadi podle formule, ale soucet ¢tvercti, F-statistika a p-
-hodnota kazdého prediktoru zustavaji stejné. V tomto aditivnim modelu ma kazdy Ciselny
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prediktor jeden stupen volnosti, takZe jeho test typu Il odpovida testu prislusného koeficientu
v summary (); plati F' = 2.

Testy typu II jsou vhodné pro nas aditivni model bez interakce. U modelt s interakcemi je
nejprve potieba presné urcit vécnou hypotézu; automaticka volba typu testu ji nenahradi.

14.3 Vybér prediktoru patti do dalsich lekci

Vybér prediktort budeme formulovat jako porovnani pfedem smysluplnych kandidatnich mode-
la. V dalsich lekcich vyuzijeme princip tspornosti a také AIC, které zohlednuje shodu modelu s
daty i pocet jeho parametrt. Takovy postup poskytuje pro vybér modelu lepsi oporu nez ménéni
poradi prediktorti nebo hledani nejmensi p-hodnoty.

15 Jak postupovat u modelu s vice prediktory

1. Zac¢néte biologickou otazkou a urcete jednotku pozorovani.

Prohlédnéte vztah odezvy ke kazdému prediktoru i vztahy mezi prediktory.

Porovnavané modely fitujte na stejnych radcich.

Prelozte kazdy koeficient do véty ,pfi stejnych hodnotéch ostatnich prediktora®.

Porovnejte odhady i jejich nejistotu, nejen p-hodnoty.

Rozliste test koeficientu od sekvencéniho testu a u sekvenc¢niho testu zdivodnéte poradi
prediktora.

7. Predikujte pouze pro podporované kombinace hodnot.

8. Zkontrolujte residua a vlivna pozorovani; nemazte je automaticky.

R

Tento postup neni jednorazovy seznam na konci analyzy. U kazdého nového modelu se vracime k
interpretaci koeficientd, kontrole residui a vlivnych pozorovani, jak jsme to délali u modelt vyse.

16 Co tedy mizeme rict o kiidlatce?

Vratme se k hlavni otazce: Méni klima pivodu tloustku lista kridlatky?

Napri¢ vSemi populacemi maji populace z teplejsich mist v praméru tenci listy. Tento celkovy
vztah se ale témér cely prekryva s rozdilem mezi ptivodnimi a zavleCenymi populacemi. Pfi
stejném puvodu je sklon roc¢ni teploty maly a jeho smér nedokazeme spolehlivé urcit, zatimco
zavleCené populace maji pfi stejné teploté zretelné silnéjsi listy.

Spole¢na zahrada omezuje rozdily v aktualnim prostiedi, v némz byly listy zméfeny. Neznamena
vsak, Ze klima ptivodu bylo populacim nahodné ptfifazeno. Pivodni a zavlecené populace maji
odlisnou geografickou i evolu¢ni historii a klimatické proménné spolu silné souviseji. Nase

jednoduché modely tak popisuji asociace v téchto 128 populacich; samy nedokazuji klimatickou
adaptaci ani pfimy pric¢inny téinek teploty.

Priklad uplného vysledku
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Ve spole¢né zahradé v Sanghaji mély populace kiidlatky z teplejsich mist ptivodu v priiméru
tendi listy: 0 0,0091 mm na kazdy stupen prumérné roc¢ni teploty (95% interval spolehlivosti
-0,0108 az —0,0075 mm). Puvodni populace vsak pochazely prevazné z teplejsich mist nez
zavlecené. Pti stejném ptuvodu byl sklon ro¢ni teploty +0,0015 mm na 1 °C (-0,0009 az 0,0039
mm), zatimco zavlecené populace mély pii 14 °C list silnéjsi o 0,109 mm. Celkovy klimaticky
trend tak z velké ¢asti odrazi rozdil mezi pivodnim a zavleCenym arealem. Jde o asociace mezi
128 populacemi, nikoli o doklad pfi¢inného uc¢inku klimatu.

17 Co bude nasledovat dal

Aditivni model predpokladal, Ze sklon ro¢ni teploty je v obou skupinach stejny; proto byly piimky
rovnobézné. V nasledujici lekci se budeme ptat, co délat, kdyz efekt jednoho prediktoru zavisi na
hodnoté nebo skupiné jiného prediktoru. Pozdéji se vratime k otazce, jak mezi nékolika pfedem
smysluplnymi modely vybrat ten, ktery data popisuje dostatecné dobfe bez zbytecné slozitosti.

18 Shrnuti

+ Koeficient ve viceprediktorovém modelu je podminény: popisuje rozdil odezvy pii stejnych
hodnotach ostatnich prediktort v rovnici.

« Pridani prediktoru mtze vyrazné zménit velikost i smér odhadu, protoze model odpovida na
jinou otazku. Kdyz tfeti proménna souvisi s prediktorem i s odezvou, celkovy vztah misi vice
cest (konfundovani).

« Korelované prediktory nesou prekryvajici se informaci; jejich samostatné prispévky odhadu-
jeme s vétsi nejistotou.

« Skupiny porovnavame a predikce vytvarime jen pro kombinace hodnot, které maji v datech
oporu.

« Poradi prediktort méni p-hodnoty sekvencnich testt z anova (), nikoli koeficienty a jejich testy
v summary ().

18.1 Zavérecna otazka
Aditivni model kresli pro ptivodni i zavlecené populace rovnobézné primky. Jaky biologicky
vzorec by vyzadoval, aby mély obé skupiny rizny sklon?

Mozné odpoveédi

Naptiklad kdyby zavle¢ené populace na chladnéjsich mistech vytvarely silnéjsi listy, ale u
puvodnich populaci by teplota tloustku listu téméf neovliviiovala. Nebo kdyby se populace s
jinou historii prizptisobovaly teploté odlisné rychle. V obou pripadech by se vztah tloustky k
teploté lisil podle ptivodu a jedna spole¢na primka by ho nepopsala. Takové situace rozebe-
reme v nasledujici lekci.
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Slovnicek pojmi
Pojmy pouzité v téchto materialech a jejich definice. Uplny praibézné aktualizovany slovnicek je
dostupny také online.

Interaktivni slovnicek je dostupny online: https://cuni-natur-biostatistics.github.io/slovnik/
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