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1 Uvod

Gejzir Old Faithful v Yellowstonském narodnim parku stfida erupce a obdobi klidu. Podle National
Park Service trva erupce pfiblizné 1,5 az 5 minut a ¢ekani na dalsi erupci se obvykle pohybuje
od 50 do 127 minut. Navstévnici i sprava parku se proto ptaji, zda délka pravé skoncené erupce
napovi, jak dlouho budeme cekat na dalsi.

V pfedchozi lekei jsme se naucili odhadnout linedrnim modelem, o kolik se v prameéru lisi odezva
dvou pozorovani, jejichz prediktor se lisi o jednu jednotku. Odhad z jednoho souboru dat ale neni
cela odpovéd. Kdyby gejzir pozoroval nékdo jiny v jinych dnech, zaznamenal by jiné erupce a jeho
odhad by mohl vyjit jinak. Potfebujeme proto znat nejen velikost efektu, ale také to, jak presné

jsme ji odhadli.

Hlavni otazka této lekce

O kolik déle ¢cekame po delsi erupci — a jak jisté to vime?

Co cekate jesté pred prvnim grafem?

Predstavte si, Ze gejzir pozoruji dalsi lidé v jinych dnech a kazdy z nich spo¢ita vlastni sklon

primky. Jaké sklony dostanou?

 A: Pfesné stejny sklon jako my.
« B: Podobné, ale ne stejné sklony.
« C: Zcela odlisné sklony, které spolu nesouviseji.

Nez budete ¢ist dal, vyberte moznost, ktera vam pfipada nejpravdépodobnéjsi, a zdivodnéte ji.

Odpovéd: podobné, ale ne stejné sklony

mezi délkou erupce a ¢ekanim skutec¢né existuje, budou si odhady podobné; protoze vsak body
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nikdy nelezi pfesné na primce, budou se navzajem trochu lisit. Tato lekce ukazuje, jak velky
takovy rozdil byva a jak jej popsat Cisly.

2 Vysledky uceni

Po prostudovani této lekce budete schopni:

vysvétlit, pro¢ jiny soubor pozorovani dava jiny odhad sklonu;

najit ve vystupu summary() odhad sklonu a jeho standardni chybu, vysvétlit, co standardni
chybu zmensuje, a rozlisit velikost vztahu od pfesnosti odhadu;

ziskat 95% interval spolehlivosti sklonu funkci confint() a pas spolehlivosti kolem pfimky
funkei predict() a interpretovat je bez tvrzeni, ze obsahuji 95 % pozorovani nebo dokazuji
hypotézu,

posoudit pomoci pakového efektu a Cookovy vzdalenosti, zda jedna erupce vyrazné méni odhad
sklonu;

zapsat vysledek jednou vétou s odhadem, standardni chybou, intervalem a jednotkami.

3 Kazdy radek je jedna erupce

Pouzivame skute¢na pozorovani erupci Old Faithful z léta 2024, ktera zaznamenali dobrovolnici

prostiednictvim sluzby GeyserTimes. Jeden fadek tabulky odpovida jedné erupci a ¢ekani na

erupci nasledujici; erupce je tedy jednotkou pozorovani.

Soubor old_faithful_2024.csv je soucasti materialti. Pro nasledujici kod jej ulozte do slozky data

ve svém projektu v R. Délka erupce je v souboru v sekundach; pro vyklad ji pfevedeme na minuty,

aby obé méfeni méla stejnou jednotku:

# Nacteme tabulku erupci ze souboru CSV
data gejzir <-
read.csv(file = "data/old faithful 2024.csv")

# Datum prevedeme z textu na kalendarni datum
data gejzir$date <-
as.Date(x = data gejzir$date)

# Délku erupce prevedeme ze sekund na minuty
data gejzir$delka erupce min <-
data gejzir$duration / 60

# Zkontrolujeme nazvy a typy sloupcl
str(object = data gejzir)


https://geysertimes.org/
../data/old_faithful_2024.csv

'data.frame': 117 obs.

$ eruption id

of 8 variables:
: int 1460898 1460909 1461175 1461192 1461302 1461893 1461911

1461934 1462008 1462123 ...

$ geyser
"0ld Faithful"
$ date
time
cekani min
webcam
duration
delka erupce min:

“+H A A A A

: Date,
:int
: int
: chr
: int

num

chr "0ld Faithful" "Old Faithful" "Old Faithful"

format: "2024-06-02" "2024-06-02"
912 1157 1317 1458 1117 1130 1323 1455 1816 723 ...
68 102 101 94 67 113 92 102 107 85 ...
"Yes" "Yes" "Yes" "Yes" ...
119 264 259 258 116 222 230 241 215 136 ...
1.98 4.4 4.32 4.3 1.93 ...

V lekci budeme pracovat se dvéma numerickymi proménnymi:

« delka_erupce min: délka pravé pozorované erupce v minutach — nas prediktor;

« cekani_min: ¢ekani do nasledujici erupce v minutach — nase odezva.

Sloupec date pouzijeme k rozdéleni pozorovani podle mésica. Ostatni sloupce popisuji identifi-
kator erupce, Cas a to, zda erupci zachytila webkamera.

Kontrola dat pokracuje rozsahy obou méfeni, chybéjicimi hodnotami a poétem erupci v jednot-

livych mésicich:



# Minimum, kvartily, prdmér a maximum obou méreni
summary (
object = data gejzir[, c("delka erupce min", "cekani min")]

delka erupce min cekani min
Min. :1.650 Min. 1 62.00

1st Qu.:3.000 1st Qu.: 88.00
Median :4.000 Median : 99.00
Mean :3.625 Mean 1 94.26
3rd Qu.:4.317 3rd Qu.:104.00
Max . :4.833 Max. :116.00

# PocCet chybéjicich hodnot v kazdém sloupci
colSums(x = is.na(x = data gejzir))

eruption_id geyser date time
0 0 0 0
cekani_min webcam duration delka erupce min
0 0 0 0

# Pocet erupci v jednotlivych mésicich (06 = cerven)
table(format(x = data gejzir$date, format = "%m"))

06 07 08
39 39 39

Tabulka obsahuje 117 erupci od 02. 06. 2024 do 30. 08. 2024: v ¢ervnu, Cervenci a srpnu postupné
39, 39, 39. Erupce trvaly od 1,65 do 4,83 minuty a cekani se pohybovalo od 62 do 116 minut;
zadny sloupec nema chybéjici hodnoty. Oba rozsahy lezi uvnitt hodnot uvadénych National Park
Service, takZe nic nenaznacuje chybu jednotek.



Datum Délka erupce (min) | Cekani (min)

2. 6. 2024 1,98 68
2. 6. 2024 4,40 102
3. 6. 2024 4,32 101
3. 6. 2024 4,30 94
4. 6. 2024 1,93 67
6. 6. 2024 3,70 113

Dopliujici: jak vznikl soubor old_faithful 2024.csv

Erupce Old Faithful zaznamenéavaji dobrovolnici v databazi GeyserTimes. Tabulku z roku 2024
pfipravili autofi u¢ebnice ModernDive jako tabulku old faithful 2024 v balicku modern-
dive. Pro tuto lekci jsme stejny postup zopakovali pfimo z oficialniho archivu erupci Old
Faithful:

« ponechali jsme pouze pfesné zaznamenané hlavni erupce z Cervna, Cervence a srpna 2024;

« Cekani jsme spocitali jako rozdil ¢astt dvou po sobé jdoucich erupci a ponechali intervaly
od 50 do 127 minut, coZ odpovida rozsahu uvadénému National Park Service; del$i mezera
v dobrovolnickych zaznamech pravdépodobné znamena, 7e néktera erupce nebyla zazna-
menana;

« odstranili jsme tfi erupce, které vypadaly jako odlehla pozorovani, jednu z kazdého mésice;
jejich identifikatory jsou uvedeny pfimo v kodu. Erupce dlouha jen 41 sekund lezi pod
rozsahem 1,5 aZz 5 minut uvadénym National Park Service. Zbylé dvé jsme odstranili jen
kvuli pfehlednéjsimu vyukovému ptikladu; v kapitole ,Mize jedna erupce zménit sklon?“
je vratime zpét a ukazeme, ze sklon témér neovliviuji, takze bychom je po takovém ovéreni
v datech ponechali.

Zakladni postup lekce si mizete vyzkouset i s klasickou tabulkou faithful, ktera je soucasti
R. Neobsahuje vsak data erupci, takzZe s ni nelze zopakovat rozdéleni podle mésict:

# Prejmenujeme sloupce klasické tabulky podle této lekce
data faithful <-
data. frame(
delka erupce min = faithful$eruptions,
cekani min = faithful$waiting

Uplny zéznam stazeni a ptipravy dat pouziva i pokro¢ilejsi kroky, které pro lekci neni nutné
rozumét ani spoustét. Pokud GeyserTimes pozada o ovéreni v prohlizeci, ulozte archiv ru¢né
do slozky data pod nazvem 0ld_Faithful eruptions.tsv.gz.
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# Sestavime adresu oficidlniho archivu 0ld Faithful
archive url <-
pasteo (
"https://geysertimes.org/archive/geysers/",
"0ld Faithful eruptions.tsv.gz"

# Urcime, kam se staZzeny soubor ulozi v projektu
archive file <-
here: :here(
"data",
"0ld Faithful eruptions.tsv.gz"

# Soubor stdhneme jen tehdy, kdyz jej jeSté nemdme
if (
Ifile.exists(archive file)
) A
download. file(
url = archive urtl,
destfile = archive file,
mode = "wb"

# NacCteme archiv, pojmenujeme potrebné sloupce a prevedeme cas
data archive <-
readr::read tsv(
file = gzfile(description = archive file),

na = c( nn , IINULLII ) ,

quote = "",

show col types = FALSE
) |>

dplyr::transmute(
eruption id = as.numeric(eruptionID),
primary id = as.numeric(associated primaryID),
geyser,
datetime = lubridate::as datetime(
X = as.numeric(eruption_time epoch),
tz = "America/Denver"
Do
exact = exact == 1,




near start = ns == 1,

in eruption = ie == 1,
questionable = q == 1,
webcam = wc == 1,

duration = as.numeric(duration_seconds)
) |>
# Ponechame pouze presné zaznamenané hlavni erupce
dplyr::filter(
is.na(primary id) | eruption id == primary id,
exact,
Inear_start,
'in eruption,
lquestionable
) |>
dplyr::arrange(datetime) |>
# Z ¢asl dvou sousednich erupci vypoc¢itame dobu c¢ekani
dplyr: :mutate(
waiting = as.numeric(
difftime(
timel = dplyr::lead(datetime),
time2 = datetime,
units = "mins"

# Vybereme tri mésice a proménné potrebné pro vyuku
data_export <-
data archive |>
dplyr::filter(
datetime >= lubridate::ymd(
"2024-06-01",
tz = "America/Denver"
) e
datetime < lubridate: :ymd(
"2024-09-01",
tz = "America/Denver"
Do
lis.na(duration),
dplyr::between(waiting, left = 50, right = 127)
) >
dplyr::transmute(




eruption id,

geyser,

date = lubridate::as date(datetime),

time = lubridate::hour(datetime) * 100 +
lubridate: :minute(datetime),

cekani min = waiting,

webcam = dplyr::if else(webcam, "Yes", "No"),

duration

# Odstranime tri predem provérend odlehld pozorovani
outlier ids <-
c(
1461337, # Cerven
1468130, # cervenec
1471579 # srpen

data_export <-
data export |>
dplyr::filter(!eruption id %in% outlier ids)

# Ovérime, ze priprava dat skoncila ocekdvanym poctem radkd
expected rows <- 117L

if (

nrow(data export) != expected rows
) |

stop("Zdrojovy soubor md neolekadvany pocet radki.")
}

# Ulozime stabilni vyukovou tabulku
readr::write csv(
x = data_export,
file = here::here("data", "old faithful 2024.csv"),

na =

Pro vyuku pouzivime samostatny soubor CSV, protoZe v praktiku staci nacist jediny

soubor pomoci read.csv (). Pavod dat a podminky jejich pouziti shrnuje také soubor data/
README . md.




4 Delsi erupce, delsi cekani?

° ® o0
— °
£ 10+ ege _° © & o
£ ° 0% o g oo ®
= %o o0
3 1001 ® e }.#s 3
S ° o9 8 °
o ® 000 o°°
% 90 . .... H
U .
2 804 e @99
e e ®© & o
@ °
X 701 ©_ e ® e
>8 ‘.’..:
°
60 - © : T T
2 3 4

Délka erupce (min)

Obrazek 1: Kazdy bod je jedna zaznamenana erupce: jeji délka a ¢ekani na dalsi erupci.

Co v grafu vidite?

1. Jaky smér ma vztah mezi délkou erupce a ¢ekanim?
2. Které casti grafu obsahuji nejvice boda?
3. Lezi body na jediné pfimce?

Odpovéd: rostouci vztah s rozptylenymi body

Vztah je rostouci: po delsich erupcich zpravidla cekame déle. Body tvoii dvé skupiny — kratké
erupce kolem dvou minut a dlouhé erupce kolem ¢tyf minut — a ani v jedné neleZi na jediné
primce. Pri stejné délce erupce se ¢ekani lisi o nékolik minut.

Stejny vztah shrneme linearnim modelem, jak jsme to délali v pfedchozi lekei:
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# 0dhadneme cekani podle délky erupce ze vSech erupci
mod gejzir <-
Tm(
formula = cekani min ~ delka erupce min,
data = data gejzir

# Zobrazime odhadnuty intercept a sklon
coef(object = mod gejzir)

(Intercept) delka erupce min
45.91218 13.33503
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60 - Y

Délka erupce (min)
Obrazek 2: Stejné erupce s pfimkou odhadnutou ze vsech zaznamenanych erupci.

Odhadnuty sklon je 13,34 minuty ¢ekani na minutu erupce: dvé erupce, jejichz délky se lisi o
jednu minutu, se podle modelu v prameéru lisi ¢ekanim na dalsi erupci pfiblizné o 13,34 minuty.
Stejna data a stejny vzorec modelu davaji vzdy stejné odhady; funkce Im() nic nahodné nelosuje.
Odhad se mtize zménit jen tehdy, kdyZ se zméni pozorované erupce.

4.1 Sedi primka k datim?

Nez budeme odhadu véfit, zkontrolujeme jako v predchozi lekci graf residui proti odhadnutym
hodnotam:
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plot(

# Kazdy bod spojuje odhadnutou hodnotu s residuem stejné erupce

x = fitted(object =
y = resid(object =

mod gejzir),
mod gejzir),

xlab = "Odhadnuté c¢ekani (min)",
ylab = "Residuum (min)",

pch = 16,

col = "#BABABA",

cex = 1.3,

cex.axis = 1.4,
cex.lab = 1.4

abline(
# Body hledame rozptylené kolem nulového residua
h =0,
1ty = 2,
col = "#5D2890"
)
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Residua tvofi dvé skupiny podle kratkych a dlouhych erupci a v obou lezi kolem nuly bez zfe-
telného véjite, tedy bez rozsifovani rozptylu residui (heteroskedasticity). Nékolik erupci stfedni

délky ale lezi vyrazné nad nulou: po nich se ¢ekalo déle, nez pfimka odhaduje. Pfimka tedy

12



vztah dobfe shrnuje, ale ne dokonale. Tuto vyhradu si ponechame, protoze i standardni chyba a
interval spolehlivosti, ke kterym lekce sméfuje, plati jen za pfedpokladu, ze model data pfimérené
popisuje.

Data jsou navic skute¢na, ale dobrovolnici nezaznamenali ndhodné vSechny erupce: pozorovali
v dostupnych terminech a blizké erupce mohou byt ¢asové propojené. Pfi interpretaci proto
oddélujeme vztah v zaznamenanych datech od sirsiho procesu, ktery chceme popsat.

5 Pepa: jeden mésic, jeden odhad

Predstavme si vyzkumnika Pepu, ktery gejzir pozoroval pouze v ¢ervnu. Ze vSech erupci ponecha
jen ty cervnové a odhadne stejny model:

# Ponechdme jen radky, jejichZz datum patri do cervna
data pepa <-
data gejzir[
format(x = data gejzir$date, format = "%m") == "06",

# 0dhadneme stejny vztah pouze z Pepovych dat
mod pepa <-
Im(
formula = cekani_min ~ delka erupce min,
data = data pepa

# Zobrazime odhadnuty intercept a sklon
coef(object = mod pepa)

(Intercept) delka erupce min
48.56511 12.91533
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Obrazek 3: Pepova Cervnova pozorovani a primka odhadnuta pouze z nich.

Pepa zaznamenal 39 erupci. Jeho odhad sklonu je 12,92 minuty ¢ekéani na minutu erupce: v jeho
datech se dvé erupce, jejichz délky se lisi o jednu minutu, v praméru lisi cekanim p¥iblizné o 12,92
minuty.

Tento vysledek spravné popisuje Pepova data. Neznamena vsak, ze by kazdy dalsi pozorovatel
musel ziskat stejny sklon.

6 Marenka a Karel: jiné mésice, jiné primky
Dalsimi pozorovateli jsou Marenka, ktera sledovala gejzir v ¢ervenci, a Karel, ktery jej sledoval
v srpnu. Oba pouziji stejné proménné a stejny model jako Pepa.

Co cekate?

Budou mit Pepa, Mafenka a Karel stejny sklon? Pokud ne, ¢im se jejich vypocty lisi?
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Obrazek 4: Ttilinearni modely odhadnuté stejnym postupem na erupcich ze tii mésici. V zahlavi
kazdého panelu je pocet erupci a odhad sklonu.

Vyzkumnik a mésic | Pocet erupci | Intercept (min) | Sklon (min/min)

Pepa - cerven 39 48,57 12,92
Marienka — Cervenec 39 42,41 13,99
Karel - srpen 39 47,61 12,88

Pepa, Mafenka i Karel pouzili stejny postup: stejné proménné, stejny model a stejnou funkci
Im(). Zménila se pouze pozorovana data — a s nimi piimka i sklon. Rozdily mezi mésici
mohou zahrnovat nahodnou proménlivost i skutecné zmény chovani gejziru; tfi mésice proto
nejsou dokonale kontrolovany experiment. Jsou ale prvnim konkrétnim dtkazem, ze odhad neni
neménné ¢islo oddélené od dat, ze kterych vznikl.

Jednomu souboru pozorovani, ze kterého pocitame odhad, se odborné rika vybér (anglicky
sample). Cesky se pouziva také vybérovy soubor nebo méné formalné vzorek. Proménlivost
odhadu mezi moznymi vybéry nazyvame vybérova variabilita (anglicky sampling variability): jiné

pozorované erupce mohou vytvofit jinou pfimku.

7 Sto hlaseni v aplikaci GeyserWatch

Tii mésice nam daly pouze tfi pfimky. Abychom vidéli, jak se odhady chovaji pfi mnoha opako-
vanich, zavedeme fiktivni aplikaci GeyserWatch. Do ni posle hlaseni 100 navstévnikt; kazdé
hlaseni obsahuje 40 erupci. Z kazdého hlaseni odhadneme stejny model a uloZzime jeho sklon.
Pomuze oddélit tfi pojmy. Rozdil mezi vybérem a cilovou populaci jsme zminili v prvni lekci;
pribyva k nim odhad:

« Skutecnost (3irsi proces, cilova populace) je to, jak se gejzir chova u vsech erupci. Skute¢ny

sklon nikdy pfimo nevidime.
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« Vybér jsou erupce, které nékdo skute¢né zaznamenal, napfiklad nasich 117.
« Odhad je ¢islo spocitané z vybéru, napfiklad sklon 13,34.

Ve vyzkumu mame jeden vybér a jeden odhad, skute¢nost nezname. V simulaci si naopak skutec-
nost zvolime sami a vytvofime z ni mnoho vybéru. Proto u simulace zname skute¢ny (referenéni)
sklon a miZeme sledovat, jak daleko od ni odhady z jednotlivych vybért padaji.

Hlaseni jsou simulovana. Délky erupci v kazdém hlaseni vybereme z nasich skute¢nych erupci.
Cekani k nim vytvofime podle ptimky odhadnuté ze vsech erupci a k ptimce piidame nahodné
odchylky, které jsou typicky stejné velké jako residua kolem ni. Kazdé hlaseni tak pfinasi nova
cekani, jako by $lo o nové erupce. Stejny zistava model, pfimka, ze které cekani vytvafime, i
typicka velikost odchylek. Sklon této pfimky (13,34 minuty na minutu) je proto v simulaci znamy
referencni sklon; skute¢ny sklon vsech erupci Old Faithful nezname.

Doplnujici: pro¢ hlaseni simulujeme a co z toho plyne

Sto skutec¢nych nezavislych pozorovatelti nemame. Simulace vychazi z pfimky odhadnuté ze
vSech 117 erupci. V této ukazce proto zname ,spravny“ sklon — je to sklon 13,34 minuty
na minutu, ze kterého jsme cekani vytvorili. Tato referenéni hodnota plati jen pro simulaci;
skuteény sklon vsech erupci Old Faithful nezname.

Mezi hlasenimi se méni vybrané délky erupci a nahodné odchylky cekani. Stejny ziistava
model, referenc¢ni primka i typicka velikost odchylek. Pro¢ nepouzivame piimo vybéry ze 117
skuteénych erupci? Vsechna hlaseni by pak sdilela tytéz erupce, byla by si podobnéjsi nez
skute¢né nové vybeéry a jejich sklony by se lisily méné, nez odpovida novym pozorovanim.

Takto vypada 15 ze 100 hlaseni:
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sklon = 13,60 sklon = 13,04 sklon = 13,73 sklon = 11,75 sklon = 13,43
1204
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c
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S
Hiaseni 11 Hlaseni 12 Hiaseni 13 Hlaseni 14 Hiaseni 15
sklon = 15,64 sklon = 11,18 sklon = 11,71 sklon = 12,84 sklon = 11,63
1204
1004
801
601
2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4

Délka erupce (min)

Obrazek 5: Prvnich 15 simulovanych hlaseni GeyserWatch. Kazdy panel obsahuje 40 erupci,
vlastni pfimku a vlastni sklon.
Které primky jsou strméjsi a které plossi? Dokazali byste z jediného panelu poznat, jak moc by se
mohl lisit panel dalsi?
Kazdy panel opakuje stejny postup, ale body, pfimky i sklony se méni. Kdybychom méli pouze
jedno hlaseni, nevidéli bychom, jak Siroka je mnozina dal$ich rozumné moznych odhadd. Vsech
100 hlaseni nam dava 100 sklont a jejich histogram je ukazuje spole¢né:
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Odhad sklonu (min ¢ekani / min erupce)
Obrazek 6: Vsech 100 simulovanych hlaseni GeyserWatch vytvotilo 100 odhadti sklonu.

Vétsina sklonti lezi ve spole¢né oblasti, ale nejsou totozné. Odhady z riznych vybéru tvofi vlastni
rozdéleni: nékteré hodnoty jsou Casté, jiné vzacné.

8 Co méri standardni chyba?

V prvni lekci jsme odlisili dvé otazky. Smérodatna odchylka (SD) odpovida na otazku jak rozdilna
jsou pozorovani? Druhé otazka zni jak presny je nas odhad? Histogram skloni nam na ni
dava prvni odpovéd: kdyby se odhady z rtznych vybéra téméf nelisily, byl by histogram azky;
¢im vic se lisi, tim je Sirsi.

Sitku histogramu mtZeme shrnout stejné jako jakékoli jiné hodnoty, smérodatnou odchylkou.
Vsech 100 sklont z GeyserWatch mé smérodatnou odchylku 1,09 minuty ¢ekani na minutu

erupce.

Skute¢ny vyzkumnik ale tolik hlaseni nema — ma jediné. Pfesto mu R tuto velikost odhadne. Z
jediného hlaseni vypocita u sklonu ¢islo, které ve vystupu summary () nazyva Std. Error (cely
vystup si prohlédneme pozdéji). Porovnejme je se smérodatnou odchylkou vsech sklont:

Co pocitame Hodnota

Smérodatna odchylka 100 sklont (potfebuje vSech 100 hlaseni) 1,095
Std. Error z jednoho hlaseni, typicka hodnota (median) 1,091
Std. Error z jednoho hlaseni, rozmezi u prostfednich 80 % hlaseni 0,91 az 1,33
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Obé ¢isla jsou si velmi blizka, i kdyZ nejsou stejna. Std. Error je standardni chyba odhadu sklonu
(anglicky standard error, zkratka SE). Standardni chyba odhaduje, jak moc by se odhady
sklonu typicky lisily mezi vybéry stejné velikosti — a odhaduje to z jediného vybéru. Ma
stejné jednotky jako sklon (minuty ¢ekani na minutu délky erupce). Hodnota z jednoho hlaseni
se od hlaseni k hlaseni trochu lisi, protoze i ona je odhadem.
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Pocet hlaseni

10 12 14 16
Odhad sklonu (min ¢ekani / min erupce)

Obrazek 7: Histogram simulovanych skloni s referen¢nim sklonem simulace (tmava ¢ara) a
rozsahem plus minus jedna typicka standardni chyba (oranzova tisecka).

Do vzdalenosti jedné typické standardni chyby od referen¢niho sklonu padlo 69 ze 100 sklondg,
tedy asi 69 %. Rozsah t jedna standardni chyba ale jesté neni interval spolehlivosti. Je to méritko
presnosti, ze kterého se interval vytvari.

Jak ale miize R poznat Sitku histogramu z jediného hlaseni, kdyz ostatni hlaseni nikdy nevidel?
9 Co déla sklon stabilnéjsim?

Sitka histogramu sklonti ale nemusi byt vzdy stejni. Pfedstavme si tii srovnani dvou variant
aplikace GeyserWatch. V kazdém srovnani se obé varianty lisi jen jednou véci:
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Ve které varianté, A, nebo B, se budou sklony jednotlivych hlaseni lisit méné?

Srovnani | Co se méni | Varianta A Varianta B

1 body daleko od pfimky | blizko ptimky
2 délky erupci | z celého rozsahu | jen od 3 min
3 pocet erupci | 10 40

Odpovéd: 1B, 2A, 3B

Stabilnéjsi sklony davaji body blizko primky (1B), délky erupci z celého rozsahu (2A) a
vice erupci v hlaseni (3B). Nasledujici graf to ukazuje na simulovanych hlasenich.

1A: body daleko od pFimky 1B: body blizko primky
SD sklond = 2,19 SD sklondi = 1,09
1204 e . e, o °
0.’ o8 >
100 1 ® B 0°
[ ) o ®0
80 1 e % M
L ]
__ 807 e ah
£
§ 2A: délky z celého rozsahu 2B: jen erupce od 3 min
S SD sklonti = 1,09 SD sklonti = 3,18
a
E 120 7 ¢ ¢ L ] O(]D
[} i °, °
@ 100 —_— o (‘)’ - P
o 804 °
b | |
@ 601 . | [
~<§ 3A: 10 erupci v hlaseni 3B: 40 erupci v hlaseni
) SD sklonii = 2,84 SD sklonii = 1,09
O
120 1 .
100 A = °,
—— o o
80 1 o
601 = e ah
2 3 4 2 3 4

Délka erupce (min)

Obrazek 8: Tti srovnani simulovanych variant aplikace, kazda varianta se 100 hlasenimi. Fialové

piimky patii k jednotlivym hlasenim, Sedé body ukazuji erupce jednoho z nich. V zahlavi panelu

je smérodatna odchylka (SD) sklonti vSech hlaseni, vpravo dole histogram téchto skloni; jeho
vodorovna osa je ve vSech panelech stejna, uzsi histogram tedy znamené mensi SD.

Vzdy jsme zménili jen jednu véc a véjif pfimek se rozsifil nebo zuzil:
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1. Body daleko od primky davaji sirsi véjit. Kdyz se ¢ekani kolem pfimky hodné rozptyluj,
muze kazdé hlaseni nahodou zachytit body, které pfimku vic nakloni. Pfi dvojnasobném
rozptyleni bodtl vychazi i smérodatna odchylka skloniti zhruba dvojnasobna (2,19 misto 1,09).

body daleko od sebe po vodorovné ose ji drzi pevné, body natlacené blizko sebe ji nechaji
snadno naklonit. Kdyz hlaseni obsahuji jen erupce od 3 minut, je smérodatna odchylka sklont
3,18 misto 1,09.

2,84, hlaSeni se 40 erupcemi 1,09.

Tyto tfi vlastnosti vyzkumnik zna i z jediného souboru dat: vidi, jak daleko lezi body od pfimky,
jak Siroce jsou rozprostfené délky erupci a kolik erupci zaznamenal. Pravé z nich R standardni
chybu pocita.

10 Standardni chyba z jediného vybéru

Standardni chyba sklonu spojuje praveé tri vlastnosti dat z piedchozi kapitoly; budeme jim rikat
ingredience standardni chyby:

1. jak daleko lezi body od pfimky — typicka velikost residua;

2. jak siroce jsou rozprostfené délky erupci — jejich smérodatna odchylka;

3. kolik erupci mame.

Prvni vlastnost stoji v Citateli: vétsi residua standardni chybu zvétsuji. Zbylé dvé stoji ve jmeno-

vateli: 8ir$i rozprostfeni délek a vice erupci ji zmensuji.

typicka velikost residua

standardni chyba sklonu =

smérodatna odchylka délek erupci x y/pocet erupci — 1

Odecteni jednicky pod odmocninou souvisi s tim, jak se pocita smérodatna odchylka (vysvétlime
nize u obvyklého zapisu vzorce). Pfi desitkach erupci je to prakticky odmocnina z jejich poctu.

10.1 Typicka velikost residua

Residua zname z predchozi lekce: jsou to svislé odchylky erupci od pfimky. Jejich typickou
velikost shrneme podobné jako smérodatnou odchylku. Residua umocnime a sec¢teme. Tento
soucet ¢tverct residui (anglicky residual sum of squares, RSS) zndme z minulé lekce, kde jsme ho
znacili SSE: funkce Im() vybira pfimku pravé tak, aby byl co nejmensi. Z néj odhadneme typickou
velikost residua. Soucet vydélime poctem erupci zmensenym o 2 a odmocnime, abychom se vratili
k minutam cekani:

soucet ¢tvercu residui

residualni smérodatna odchylka = - -
pocet erupci — 2

V R to spocitame takto:

21



# Residua: svislé odchylky erupci od primky (v minutach)
vec residua <-
resid(object = mod gejzir)

# PocCet erupci v modelu
pocet erupci <-
nrow(x = data_gejzir)

# Soucet Ctvercl residui vydélime poctem erupci minus 2 a odmocnime
rezidualni sd <-

sqrt(x = sum(vec residua”2) / (pocet erupci - 2))

rezidualni sd

[1] 6.832579

Vysledek se nazyva residualni smérodatna odchylka (ve vystupu R Residual standard error): erupce
lezi typicky asi 6,83 minuty nad pfimkou nebo pod ni. V R ji vrati funkce sigma(). Vyraz pocet
erupci minus 2 se nazyva stupné volnosti (anglicky degrees of freedom); pro¢ se odecita prave 2,
vysvétlime v nasledujici lekci. Po dosazeni zaokrouhlenych hodnot:

5368,7
residualni smérodatna odchylka = TE'), = /46,68 = 6,83 min .

Obecné zapisujeme:

R RSS
o= .
n—2

Zde 6 oznacuje residualni smérodatnou odchylku, RSS soucet ¢tverct residui a n pocet erupci.
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10.2 Rozptyleni délek a pocet erupci

Zbylé dvé ingredience spocitame funkcemi, které zname z prvni lekce:
# Jak Siroce jsou rozprostrené délky erupci
sd_delky <-

sd(x = data gejzir$delka erupce min)

sd_delky
[1] 0.9649201

# Standardni chyba sklonu ze tri ingredienci
standardni chyba rucne <-
rezidualni sd / (sd delky * sqrt(x = pocet erupci - 1))

standardni chyba rucne

[1] 0.6574524

Po dosazeni zaokrouhlenych hodnot dostaneme:

6,83
standardni chyba sklonu = ’
Y 0,965 x v/117—1
6,83 6,83

= = = 0,66 .

0,965 x 10,77 10,39 ’
Standardni chyba sklonu ze vSech 117 erupci je 0,66 minuty ¢ekani na minutu erupce. Stejné ¢islo
vypisuje i funkce summary ().

10.3 Souhlasi vzorec se simulaci?

Ve vzorci muzeme dosadit i pocet erupci jednoho hlaseni GeyserWatch. Kdyby hlaseni mélo stejné
rozptylena residua i délky erupci jako nase data a obsahovalo 40 erupci, vysla by standardni chyba
1,13. Smérodatna odchylka sta simulovanych sklonti byla 1,09. Vzorec tedy z jediného vybéru
odhadne sitku histogramu, ktery bychom jinak museli vytvofit z mnoha hlaseni.

Vzorec také vysvétluje, co jsme vidéli ve tfech srovnanich. Dvojnasobna typicka velikost residua
zdvojnéasobi standardni chybu. Délky erupci rozprostfené jen v tizkém rozsahu maji malou
smérodatnou odchylku, a standardni chyba proto roste. Pocet erupci stoji ve jmenovateli pod
odmocninou: standardni chyba klesa s odmocninou z poctu pozorovani, ne s poctem
samotnym. Ctyinasobek erupci ji proto zmensi jen na polovinu, ne na ¢tvrtinu.

Ve tfetim srovnani vySel rozdil o néco vétsi: smérodatna odchylka sklonti 2,84 u deseti erupci proti
1,09 u ¢tyficeti. Vzorec se stejnym rozprostienim délek dava pro deset erupci 2,36. Hlaseni s deseti
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erupcemi ale mivaji rozprostfeni délek velmi rtizné: nékdy vsechny délky padnou do jednoho
shluku a pfimka se pak opira o uzky rozsah. Vzorec s rozprostfenim délek z nasich dat proto tento
rozdil trochu podceni; standardni chyba kazdého jednotlivého hlaseni ale vychazi z jeho vlastnich
délek.

10.4 Obvykly zapis vzorce
V ucebnicich se tentyz vzorec obvykle zapisuje takto:

n

o See=Y (-2 =(n—1)s2.

T =1

A o

SE (/81) = S

Zde Bl oznacuje odhad sklonu, SE (Bl) jeho standardni chybu, & residualni smérodatnou
odchylku, n pocet erupci, x; délku i-té erupce, z prumérnou délku a s, smérodatnou odchylku
délek. S, je soucet ¢tverct odchylek délek erupci od jejich pruméru. Protoze se smérodatna
odchylka po¢ita z tohoto souctu vydéleného n — 1, plati S,, = (n — 1) s2 a oba zapisy davaji
stejné Cislo.

11 Kde ve vystupu najdeme velikost a presnost?

Funkce summary() vypiSe pro model ze vSech 117 erupci odhady i jejich standardni chyby
najednou. Cely vystup vypada tak, jak jej R skute¢né vypisuje:

# Souhrn obsahuje odhad sklonu i jeho standardni chybu
summary(object = mod gejzir)

Call:
Im(formula = cekani min ~ delka erupce min, data = data gejzir)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-13.0280 -4.4756 -0.3648 3.6354 21.0827

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 45.9122 2.4658 18.62 <2e-16 ***
delka erupce min 13.3350 0.6575 20.28 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 '***' 0,001 '**' .01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 6.833 on 115 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7815, Adjusted R-squared: 0.7796
F-statistic: 411.4 on 1 and 115 DF, p-value: < 2.2e-16
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1. Které cislo popisuje velikost vztahu mezi délkou erupce a cekanim?
2. Které ¢islo popisuje presnost tohoto odhadu?

Odpoveéd: radek delka_erupce_min, sloupce Estimate a Std. Error

V tabulce Coefficients najdeme fadek delka erupce min. Sloupec Estimate obsahuje
odhad sklonu 13,34 — velikost vztahu. Sloupec Std. Error obsahuje jeho standardni chybu
0,66 — presnost odhadu. Obé ¢isla maji jednotku minuty ¢ekani na minutu erupce.

Vystup miZeme Cist shora:

1. Call pfipomina vzorec modelu cekani_min ~ delka_erupce_min: ¢ekani odhadujeme z délky
predchozi erupce.

&

Residuals shrnuji residua, tedy svislé odchylky boda od pfimky z predchozi lekce. Pét cisel
(minimum, dolni kvartil, median, horni kvartil, maximum) ¢teme stejné jako summary () dat v
prvni lekci: residua maji byt rozlozena kolem nuly zhruba soumérné.

V tabulce Coefficients obsahuje sloupec Estimate stejné odhady, které vraci
coef(mod gejzir). Sloupec Std. Error vedle nich ukazuje jejich standardni chyby.

Radek Residual standard error je residualni smérodatna odchylka 6,83 z piedchozi kapitoly,
tedy prvni ingredience standardni chyby. Za ni nasleduje pocet stupni volnosti. Pfestoze se
tento fadek v angli¢tiné jmenuje standard error, neni to standardni chyba odhadu sklonu, ale

e

b

typicka velikost residui.

Sloupce t value a Pr(>|t]|) a posledni fadky vystupu zatim presko¢ime. Souvisi s posuzovanim
konkrétnich tvrzeni o parametrech modelu, kterému se budeme vénovat v nasledujici lekci.

Std. Error sklonu je pfesné Cislo, které jsme spocitali ze tfi ingredienci: 0,66. Je mensinez typicka
standardni chyba jednoho hlaseni (1,09), protoze model ze vSech erupci vychazi z 117 pozorovani,
hlageni jen ze 40. Velikost vztahu a presnost odhadu jsou dvé rizné informace — velky
sklon muze byt odhadnuty nepfesné a maly sklon velmi pfesné.

Vzor zapisu: odhad a standardni chyba

,Dvé erupce, jejichz délky se lisily o jednu minutu, se podle linearniho modelu v praméru
lisily ¢ekénim na dalsi erupci o 13,34 minuty (odhad sklonu = 13,34, SE = 0,66 minuty ¢ekani
na minutu erupce).”

Véta nejprve interpretuje vztah v béZzném jazyce a aZ za ni uvadi kompaktni statisticky zapis.

Samotna dvojice Cisel bez proménnych a jednotek by nestacila.

Doplriujici: standardni chyba praméru
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Standardni chybu nema jen sklon. M4 ji kazdy odhad, naptiklad i primér. Primérné ¢ekani na
dalsi erupci je v nasich datech 94,26 minuty. Kdyby nékdo zaznamenal jinych 117 erupci, vysel
by mu trochu jiny priamér. Jak moc by se takové priaméry typicky lisily, odhadne standardni
chyba praméru:

smérodatnd odchylka cekani

v/pocet erupci

standardni chyba pruméru =

Po dosazeni:
14,55
V117

Obecné zapisujeme SE (y) = s/+/n, kde y je pramér, s smérodatna odchylka hodnot a n
jejich pocet.

standardni chyba priméru = = 1,35 min .

Logika je stejna jako u sklonu: vétsi rozptyleni jednotlivych ¢ekani standardni chybu zvétsuje
a vice erupci ji zmensuje, opét s odmocninou z jejich poc¢tu. Chybi jen rozprostfeni délek
erupci, protoze prumér zadnou pfimku nenaklani.

Prumér je ve skuteénosti také linearni model, jen bez prediktoru, tzv. nulovy model. Ve vzorci
modelu jej zapiseme jako ~ 1; jediny odhadnuty koeficient, (Intercept), je pak praimérné
¢ekani:

# Standardni chyba priméru podle vzorce
sd(x = data_gejzir$cekani min) / sqrt(x = nrow(x = data_gejzir))

[1] 1.345608

# Stejny prdmér jako model bez prediktoru
mod prumer <-
Tm(
formula = cekani min ~ 1,
data = data gejzir

# Odhad a standardni chyba z tabulky Coefficients
summary (object = mod prumer)$coefficients[, c("Estimate", "Std. Error")]

Estimate Std. Error
94.256410 1.345608

Model bez prediktoru vraci stejny primeér i stejnou standardni chybu jako vzorec.
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Doplnujici: vypocet standardni chyby sklonu krok za krokem

Vzorec z kapitoly ,Standardni chyba z jediného vybéru“ muzeme zpomalit tak, aby kazdy
krok $el spocitat na kalkulacce. PouZzijeme maly soubor prvnich 5 erupci. Vsechny hodnoty v
tabulkach nize jsou zaokrouhlené na dvé desetinna mista a v kazdém kroku pocitame s nimi.
Prvni tabulka ukazuje, jak daleko lezi jednotlivé erupce od piimky odhadnuté z téchto péti
erupci:

Cekani | Odhadnuté ¢ekani | Residuum @ Ctverec residua

1 68 67,78 0,22 0,05
Z 102 99,85 2,15 4,62
3 101 98,74 2,26 5,11
4 94 98,52 -4,52 20,43
5 67 67,11 -0,11 0,01

Sloupec Residuum ukazuje residuum (anglicky residual), tedy svislou odchylku bodu od
pfimky odhadnuté z téchto péti erupci. Slovo ,chyba“ by zde bylo méné piesné, protoze
skute¢nou chybu méfeni nezname.

Standardni chyba sklonu porovnava dvé informace: jak daleko lezi body od pfimky a jak siroce
jsou rozprostfené délky erupci kolem svého praméru.

Krok 1: soucet ¢tvercu residui (RSS). Druhé mocniny v$ech residui sec¢teme.

soudet ¢tverctli residuf = (residuum erupce 1)2 + --- + (residuum posledni erupce)?

Dosadime residua ze sloupce Residuum, umocnime je (sloupec Ctverec residua) a seCteme:
soudet ¢tvercti residui = (0,22)% + (2,15)2 + (2,26)?
+(—4,52)2 + (—0,11)?
= 0,05+ 4,62 + 5,11 + 20,43 4 0,01
= 30,22 .

Tentyz vypocet miizeme zapsat krat§im vzorcem:

RSS = 2": e2.
=1

Zde e; oznacuje residuum i-té erupce, ¢ postupné prochazi vsechna pozorovani a n je jejich
pocet. Znacka ) znamena ,secti nasledujici hodnotu pro vSechna pozorovani®.

Krok 2: residualni smérodatna odchylka. Soucet ¢tverct vydélime poctem erupci minus
2 a odmocnime, ¢imz se vratime k minutam ¢ekani.
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soucet ¢tvercu residui

residualni smérodatna odchylka = - v
pocet erupci — 2

residualni smérodatna odchylka = {/ ——

Obecné zapisujeme:

. [RSS
g = n_2

Zde & oznacuje residualni smérodatnou odchylku, RSS pravé vypocteny soucet ¢tverct
residui a m pocet erupci; n — 2 jsou stupné volnosti.

Krok 3: soucet ctverci odchylek délek erupci. Druhou informaci je, jak daleko jsou
délky erupci od své primérné hodnoty 3,39 minuty. V tabulce jsou délky i jejich odchylky v

minutach erupce, jejich étverce v min?.

Erupce Délka erupce = Odchylka od praiméru = Ctverec odchylky

1 1,98 -1,41 1,99
2 4,40 1,01 1,02
3 4,32 0,93 0,86
4 4,30 0,91 0,83
5 1,93 -1,46 2,13

soudet ¢tvercli odchylek délek = (délka 1 — priimér)? + -
+(délka 5 — priimér)?.
Dosadime odchylky ze sloupce Odchylka od priméru a jejich ¢tverce ze sloupce Ctverec
odchylky:
soucet Gtvercli odchylek délek erupci = (—1,41)2 + (1,01)? + (0,93)2
+(0,91)% + (—1,46)?
=1,99 +1,02 + 0,86 + 0,83 + 2,13
=6,83 .

Obecné zapisujeme:

28




i=1
Zde x; oznacuje délku i-té erupce, x primérnou délku a S, soucet ¢tvercth odchylek délek
erupci od prioméru (anglicky sum of squares of x). Cim rozmanitéjsi délky erupci mame a ¢im
vic jich je, tim vétsi je S .
Krok 4: standardni chyba sklonu. Standardni chyba sklonu spoji obé informace: je to podil

residuélni smérodatné odchylky a odmocniny ze souctu ¢tvercti odchylek délek erupci.

residualni smérodatna odchylka

standardni chyba sklonu = .
\/ soucet ¢tvercu odchylek délek erupci

3,17
standardni chyba sklonu = ﬁ
317

= N

61
21 .

R pocita s nezaokrouhlenymi hodnotami a pro téchto pét erupci vypise 1,22; pripadny rozdil
v posledni ¢islici zptusobuje jen zaokrouhlovani.

Je to tenty? vzorec SE (3;) = 6/+/S,,, jako v kapitole o standardni chybé z jediného vybéru,
jen dosazeny pro pét erupci. Pét erupci ddva mnohem vétsi standardni chybu neZ vsech 117
erupci (0,66): S, ma jen pét clend.

11.1 Co rika standardni chyba o nasem sklonu?
Pro otazku, o kolik déle ¢ekame po delsi erupci, potfebujeme z tabulky Coefficients modelu ze
vSech 117 erupci jen fadek delka_erupce min a jeho prvni dva sloupce:

# 0dhad sklonu a jeho standardni chyba z tabulky Coefficients
summary (object = mod _gejzir)$coefficients]

"delka erupce min",

c("Estimate", "Std. Error")

Estimate Std. Error
13.3350280 0.6574524

Obé c¢isla ¢teme spole¢né a obé maji jednotku minuty ¢ekani na minutu erupce:

« Estimate = 13,34 je velikost vztahu: dvé erupce, jejichz délky se lisi o jednu minutu, se podle
modelu v priméru lisi ¢ekdnim na dalsi erupci o 13,34 minuty.
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« Std. Error = 0,66 je pfesnost tohoto odhadu. Kdyby nékdo za stejnych podminek zaznamenal
jiny vybér 117 erupci a odhadl stejny model, dostal by jiny odhad sklonu. Takové odhady by
typicky kolisaly zhruba o 0,66 minuty kolem skute¢ného sklonu — stejné jako kolisaly sklony
hlaseni GeyserWatch, jen méné, protoze jedno hlaseni mélo jen 40 erupci (typicka standardni
chyba 1,09).

Ve srovnani s velikosti sklonu je standardni chyba mala: odpovida asi 5 % odhadu. Nas sklon je
tedy odhadnuty pomérné piesné, i kdyz 13,34 neni jedin& hodnota, kterou data pfipoustéji. Vlastni
standardni chybu ma4 i intercept (2,47 minuty) a Cte se stejné; pro nasi otazku je ale podstatny

sklon.

Kolik erupci na polovi¢ni standardni chybu?

Kolik erupci bychom museli zaznamenat, aby standardni chyba sklonu klesla na polovinu,
tedy asina 0,33? Predpokladejte, Ze residua i délky erupci budou rozptylené stejné jako dosud.

Odpoved: ctyrikrat vic

Pocet erupci stoji ve vzorci pod odmocninou. Aby se jmenovatel zdvojnasobil, musi se pocet
erupci zhruba z¢tyfnasobit: misto 117 erupci bychom jich potfebovali asi 468. Pfesnost se tedy

s dalsimi daty zlepsuje stale pomaleji.

Dopliiujici: co standardni chyba nezahrnuje

Standardni chyba popisuje vybérovou variabilitu za predpokladu, Ze pouzity model a
zpusob zachazeni s pozorovanimi jsou primérené. Sama automaticky neopravi systema-
tickou chybu méfeni, nereprezentativni vybér, opakovana méfeni vydavana za nezavisla ani
zietelné zakiiveni (nelinearitu) ¢i zménu rozptyleni residui.

Mala SE tedy neznamena, ze studie nemuZe byt systematicky zavadéjici. Muzeme velmi
presné odhadnout vztah v nereprezentativnim souboru nebo ziskat pfili§ optimistickou SE,
pokud jsme prehlédli zavislost pozorovani. Proto se nejistota z tabulky modelu ¢te spole¢né
s diagnostikou z pfedchozi lekce a s popisem ziskani dat. Zda odhad nestoji na jediném
pozorovani, zkontrolujeme v kapitole ,MuzZe jedna erupce zménit sklon?*.

Jaky rozsah sklonii je tedy s nasimi daty slucitelny?

12 Jak vyjadrit rozsah nejistoty?

12.1 Pripomenuti kvantila

V prvni lekci jsme pomoci kvantilt (anglicky quantiles) rozdélovali sefazené hodnoty na casti.
Napriklad 2,5% kvantil oddéluje nejnizsich 2,5 % hodnot a 97,5% kvantil nejvyssich 2,5 %. Mezi
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témito dvéma hranicemi proto lezi prostfednich 95 % rozdéleni. Na histogramu sta sklont z
GeyserWatch vyznacime pravé tyto dva kvantily:

12 14

Odhad sklonu (min ¢ekani / min erupce)

15 1

104

Pocet hlaseni

16

0_---I
|
0

1

Obrazek 9: Mezi svislymi ¢arami lezi prostfednich 95 % simulovanych sklond.

Kvantily vzdy patiik urcitému rozdéleni hodnot; zde popisuji 100 simulovanych sklont. Skute¢ny
vyzkumnik ale tolik hlaseni nema. Interval spolehlivosti (anglicky confidence interval, CI; setkate
se i s oznacenim konfiden¢ni interval) proto vychazi z jediného souboru: pouzije odhad sklonu,
jeho standardni chybu a pfedpoklady modelu, aby vyjadril rozsah hodnot efektu slucitelnych s
daty.

12.2 Od odhadu a standardni chyby k intervalu

Interval vytvorime ze tfi ¢isel: odhadu sklonu, jeho standardni chyby a kritické hodnoty (anglicky
critical value). Kritickd hodnota urcuje, kolik standardnich chyb pfidame na kazdou stranu od
odhadu. Zavisi na zvolené hladiné spolehlivosti (anglicky confidence level), nejé¢astéji 95 %. Co toto
Cislo pfesné znamena, ukazeme na simulaci v oddilu ,Jak ¢ist hladinu spolehlivosti?“. Pro 95%
interval je kriticka hodnota blizko ¢isla 2; jeji pfesna hodnota zavisi také na poctu pozorovani a
podrobné ji vysvétlime v nasledujici lekei.

1. Vzdalenost od odhadu k hranici intervalu

Vzdalenost kazdé hranice intervalu od odhadu se nazyva polovina §ifky intervalu nebo mez
chyby (anglicky margin of error). Samotnym hranicim se v odbornych textech fika také meze
intervalu, anglicky confidence limits. V této lekci pouzivame slovo hranice.

31



polovina §itky intervalu = kritickd hodnota x standardni chyba sklonu .

Pro 95% interval je kriticka hodnota 1,981. Mezivysledky zde uvadime na tfi desetinna mista, aby
vypocet pfesné navazoval:

polovina §itky intervalu = 1,981 x 0,657
=1,302 .

Obecné zapisujeme:
M = t1—a/2,n—2 SE (8)-

Zde M oznatuje polovinu $itky intervalu, t,_, /5 ,,_» kritickou hodnotu a SE (8,) standardni
chybu odhadu sklonu. Pismeno « je doplnék hladiny do jedné: @ = 1 — hladina, takze pro 95%
interval je oo = 0,05. Pismeno ¢ oznacuje rozdéleni, ze kterého kriticka hodnota pochazi, a n — 2
jsou opét stupné volnosti; oboji vysvétlime v nasledujici lekci.

2. Dolni hranice
dolni hranice = odhad sklonu — polovina sitky intervalu .

dolni hranice = 13,335 — 1,302
= 12,033 .

Obecné zapisujeme L = 31 — M. Zde L oznacuje dolni hranici, 61 odhad sklonu a M praveé
vypoctenou polovinu $ifky.

3. Horni hranice
horni hranice = odhad sklonu + polovina sitky intervalu .

horni hranice = 13,335 + 1,302
= 14,637 .

Obecné zapisujeme U = Bl + M. Zde U oznacuje horni hranici.

4. Cely interval
95% interval = [dolni hranice; horni hranice].
Po dosazeni obou vypoctenych hranic:
95% interval = [12,03 ; 14,64].
Cely interval mizeme zapsat krat§im vzorcem:

L, =[LUl=5+ t1_a/2,n—2 SE (By)-

Znacka I;_,, oznacuje interval se zvolenou hladinou spolehlivosti 1 — a; pro 95% interval plati
1—a=0,95.
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Stejny interval v R

V praxi interval nepocitame ru¢né. Funkce confint() vypise intervaly pro vSechny koeficienty
modelu:

# 95% intervaly spolehlivosti interceptu a sklonu
confint(object = mod gejzir)

2.5% 97.5%
(Intercept) 41.02795 50.79642
delka erupce min 12.03274 14.63731

V tadku delka_erupce_min najdeme stejné hranice, jaké jsme vypocitali ruéné: 12,03 a 14,64
minuty ¢ekani na minutu erupce. Nazvy sloupcti 2.5 % a 97.5 % pripominaji, Ze 95% interval
nechava na kazdé strané 2,5 %.

12.3 Jak se interval méni s pozadovanou hladinou spolehlivosti?

Hodnota 95 % nenti jedind moZnost. Stejnym postupem miZzeme vytvofit naptiklad 80%, 90% nebo
99% interval; v confint () staci nastavit argument level, napiiklad level = 0.80.

Co cekate?

spolehlivosti byt §irsi, nebo uzsi?

Hladina | Kriticka hodnota | Dolni hranice | Odhad | Horni hranice

80 % 1,29 12,49 13,34 14,18
90 % 1,66 12,24 13,34 14,43
95 % 1,98 12,03 13,34 14,64
99 % 2,62 11,61 13,34 15,06
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Odhad sklonu (min ¢ekani / min erupce)
Obrazek 10: Vyssi pozadovana hladina vede k sirsimu intervalu kolem stejného odhadu.

Vyssi hladina spolehlivosti pouziva vétsi kritickou hodnotu, a proto pfida na kazdou stranu od

vvvvv

vyssi hladina spolehlivosti ziska, ukaze nasledujici oddil.

12.4 Jak cist hladinu spolehlivosti?

Vratme se ke vSem 100 hlasenim GeyserWatch. Kazdy navstévnik by ze svého hlaseni ziskal jeden
sklon, jednu standardni chybu a jeden interval — presné tak, jak to délame s nasimi daty.
Protoze hlaseni jsou simulovana, zname referenc¢ni sklon 13,34, ze kterého vznikla. MiZeme proto
u kazdého intervalu ovéfit, zda referen¢ni sklon zachytil.

Nasledujici trojice paneltl pouziva stejna hlaseni a méni pouze hladinu spolehlivosti.
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95% interval: 97 ze 100 || 80% interval: 78 ze 100 || 50% interval: 54 ze 100
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Odhad sklonu a interval (min ¢ekani / min erupce)

Obrazek 11: Stejnych 100 simulovanych hlaseni s 95%, 80% a 50% intervaly. PIné fialové intervaly
zachytily referencni sklon (tmava c¢ara), Sedé prerusované jej minuly.

Z 100 intervali zachytilo referenéni sklon 97 pfi hladiné 95 %, 78 pfi hladiné 80 % a 54 pri hladiné
50 %. Pti dalsim opakovani simulace by pocty vysly trochu jinak, ale kolisaly by kolem hodnot
odpovidajicich hladiné. Podil intervali, které hledanou hodnotu zachyti, se nazyva pokryti (ang-
licky coverage). Hladina spolehlivosti popisuje, jak ¢asto postup pri mnoha opakovanich
zachyti skutecny sklon — v simulaci referen¢ni sklon, ve skute¢ném vyzkumu neznamy sklon
celého procesu. U 95% intervalt jej asi kazdy dvacaty mine, a vyzkumnik, ktery ma jediny interval,
nepozna, zda je jeho interval mezi nimi.

Je dulezité rozlisit dvé véty:

+ U kvantilt histogramu jsme vyznacili oblast, ve které lezi prostfednich 95 % simulovanych
odhadi sklonu.

+ U 95% intervalu spolehlivosti ¢islo 95 % ika, jaky podil opakované vytvorenych intervala
dlouhodobé zachyti skute¢ny sklon.

Jeden vypocteny interval tedy netika, Ze uvnitf musi leZet 95 ze 100 sklont. Netika ani, Ze
skute¢ny sklon ma po vypoctu 95% pravdépodobnost byt uvnitt. Cislo 95 % popisuje tispésnost
postupu pfi mnoha opakovanich.

Nizsi hladina spolehlivosti, napriklad 80 %, vytvorfi z tychz dat uzsi interval. To ale neznamena,
Ze jsme z dat ziskali pfesnéjsi informaci: pouze jsme pfijali, Ze postup bude castéji minout.
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Uzsi interval znamena vyssi presnost pouze tehdy, porovnavame-li intervaly se stejnou
hladinou spolehlivosti, naptiklad dva 95% intervaly ziskané z rtizné informativnich dat.

Proc prave 95 %?

Hodnota 95 % neni dana ptirodnim zdkonem ani nasimi daty. Je to ustalena védecka konvence
a kompromis: vyssi hladina spolehlivosti dava $irsi interval, nizsi uzsi interval, ktery ale
Castéji mine. V nasledujici lekei uvidime, proc se 95 % Casto objevuje spole¢né s posuzovanim
statistickych tvrzeni. Pro tuto lekci je dulezité védét, Ze 95 % je standardni volba, nikoli
jedina spravna volba.

Co interval spolehlivosti netika

- Neobsahuje prostfednich 95 % erupci ani ¢ekacich dob. Popisuje nejistotu odhadu

sklonu, nikoli rozdéleni jednotlivych pozorovani.

- Nedokazuje, ze néktera hodnota je pravdiva nebo nepravdiva. Ukazuje, které velikosti
efektu jsou s daty a modelem slucitelné.

+ Nerika, zZe skute¢ny sklon ma po vypoctu tohoto intervalu 95% pravdépodobnost
lezet uvniti. Cislo 95 % patti k dlouhodobému postupu vytvareni intervali.

Vzor zapisu: odhad, standardni chyba a interval

,Dvé erupce, jejichz délky se lisily o jednu minutu, se podle linearniho modelu v prameéru
lisily ¢ekanim na dalsi erupci o 13,34 minuty (odhad sklonu = 13,34, SE = 0,66, 95% CI [12,03;

53

14,64] minuty ¢ekani na minutu erupce)

Tento zapis obsahuje velikost vztahu i jeho pfesnost. Stale musi byt doprovazen popisem dat,
modelu a jednotek.

13 Jak presné zname celou primku?

Zatim jsme nejistotu vyjadrovali pro jediné ¢islo — sklon. Pfimka ale dava jesté néco dalsiho:
pro kazdou délku erupce odhadnuté praumérné cekani. I vyska pfimky je tedy odhad, a proto ma
vlastni nejistotu. To, jak se pramérné ¢ekani méni s délkou erupce, budeme nazyvat pramérny
trend; pfimka modelu je jeho odhadem.
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Kdybychom do jednoho grafu nakreslili pfimky vSech 100 hlaseni GeyserWatch, kde by se od

sebe lisily nejméné?

o A: U kratkych erupci.
« B: U prumérné dlouhych erupci.
« C: U dlouhych erupci.

Odpoveéd: u prumérné dlouhych erupci

Spravné je moznost B. Piimky se nejméné lisi u primérné dlouhych erupci a smérem ke
kratkym i dlouhym erupcim se rozchazeji. Pro¢, ukaze nasledujici graf.

13.1 Sto hlaseni, sto primek
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Obrazek 12: Primky vSech 100 simulovanych hlaseni GeyserWatch (fialové), referen¢ni pfimka
ze vSech erupci (tmavé) a primérné délka erupce (pferusovana cara).

Kazda fialova pfimka patfi k jednomu hlaseni. Pfimky maji rizné sklony, ale vSechny prochazeji
blizko stfedu dat. Pfimka odhadnuta funkeci Im() ma totiZ tu vlastnost, Ze vzdy prochazi bodem,
jehoZz souradnicemi jsou primérna délka erupce a primérné cekani v datech, ze kterych byla
odhadnuta. Tyto primeéry se mezi hlaSenimi lisi jen malo. Pfimky s riznym sklonem se proto
krizi blizko pramérné délky erupce (3,63 minuty) a smérem k okrajim se rozbihaji jako vé&jif. Po
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erupcich dlouhych 2 minuty odhaduji pfimky hlaseni primérné ¢ekani od 67,0 do 78,7 minuty, u
pramérné délky erupce jen od 91,7 do 96,6 minuty. Nejistota sklonu se projevi tim vic, ¢im
dal jsme od pramérné délky erupce.

Kazdé hlaseni obsahuje jen 40 erupci. Véjif je proto $irsi nez nejistota pfimky odhadnuté ze vsech
117 erupci, stejné jako byla standardni chyba sklonu v jednom hlaseni vétsi nez ve vystupu pro
vSechny erupce.

13.2 Pas spolehlivosti kolem primky
Skute¢ny vyzkumnik sto hlaSeni nema. Nejistotu pfimky ale umi odhadnout ze svych dat,
podobné jako odhadl standardni chybu sklonu: kolem piimky nakresli pas spolehlivosti. Kod,
kterym pas nakreslite sami, ukazeme o kousek nize.
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Obrazek 13: Vsechny erupce, pfimka modelu a jeji 95% pas spolehlivosti. Pferusovana cara
oznacuje prumérnou délku erupce.

Pas spolehlivosti (anglicky confidence band) ukazuje pro kazdou délku erupce 95% interval spoleh-
livosti pro pramérné c¢ekani po erupcich této délky. Sklada se tedy z mnoha intervalti, jednoho
pro kazdou délku erupce. Ma podobny tvar jako véjif pfimek: je nejuzsi u pramérné délky erupce
a k okrajim se rozsifuje. Je ale uzsi nez véjif, protoze vychazi ze vSech 117 erupci.

Nejuzsi misto pasu nelezi tam, kde je nejvic erupci. Praimérna délka erupce (3,63 minuty) lezi v
ridsi oblasti mezi shluky kratkych a dlouhych erupci, a pas je presto pravé tam nejuzsi. Rozhoduje
vzdalenost od priumérné délky erupce, ne pocet boda v okoli.
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Jeden soubor dat dava jeden pés, stejné jako jeden interval z confint (). Cislo 95 % Gteme stejné
jako u sklonu: popisuje uspésnost postupu pfi mnoha opakovéanich, ne jistotu jednoho nakres-
leného pasu.

13.3 Kdy je pas siroky?

Predstavte si ¢tyfi simulované soubory dat se stejnym skuteénym trendem. Ve kterém z nich

.....

« 1: 40 bodu blizko pfimky, x od 1 do 9.

« 2:40 bodu daleko od pfimky, x od 1 do 9.

« 3:jen 5 bodi blizko pfimky, x od 1 do 9.

« 4: 40 bodu blizko pfimky, x jen od 4,5 do 5,5.

Odpovéd: soubor 4

Nejsirsi je pas v souboru 4, prestoze jeho body leZi blizko pfimky. Hodnota x = 9 je od nich
daleko. Siroké jsou ale i pasy v souborech 2 a 3. Vsechny ¢tyti pasy ukazuje nasledujici graf.
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= odhadnutd pfimka a pas — — - skutecny trend simulace

1: mnoho bodt, maly rozptyl 2: velky rozptyl kolem primky
Sitka pasuux =9:1,1 Sitrkapasuux =9:5,2

> 3:jen 5 bodl 4: Gzky rozsah x (4,5 az 5,5)
Sitka pasuux =9: 6,2 Sifka pasuux = 9:13,3

10 1 -—-s

—J

Obrazek 14: Ctyti simulované soubory dat se stejnym skute¢nym trendem (pferusovana ¢ara).
Fialova primka je odhadnuta z boda, svétle fialovy pas je jeji 95% pas spolehlivosti, nakresleny i
mimo rozsah bodu. V zahlavi panelu je sitka pasu u x = 9.

Sitku pasu urcuji stejné tfi ingredience jako standardni chybu sklonu. Soubor 1 je ma vSechny
priznivé a jeho pas je u x = 9 siroky jen 1,1. Body daleko od pfimky (soubor 2) ho rozsifi na 5,2,
pouhych 5 bodu (soubor 3) na 6,2. Ve vSech souborech se navic pas rozsifuje se vzdalenosti od
pruméru x, stejné jako véjir primek.

Soubor 4 ukazuje, co se déje mimo rozsah dat. Mezi x = 4,5 a 5,5, kde body lezi, je pas uzky. Kdo
by ale pfimku prodlouzil az k x = 9, dostane pas Siroky 13,3: data tam o poloze pfimky skoro nic
netikaji. Pouziti modelu mimo rozsah pozorovanych hodnot se nazyva extrapolace. I siroky pas
pritom ukazuje jen nejistotu odhadnuté primky. Nezarucuje, Ze vztah mimo data viibec zastava
primkovy.

Nase erupce trvaly od 1,65 do 4,83 minuty. Kratkych i dlouhych erupci mame dost, a proto je nas
pas v celém tomto rozsahu uzky. Odhady primérného ¢ekani ale plati jen pro erupce v tomto
rozsahu.

13.4 Pas v cislech: predict()

Interval pro jednu zvolenou délku erupce spocitame funkei predict() s argumentem interval
= "confidence". Zvolime kratkou erupci, primérnou délku a dlouhou erupci:
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# Tri délky erupce: kratka, primérnd a dlouha
data tri delky <-
data.frame(
delka erupce min = c(2, mean(x = data_gejzir$delka erupce min), 4.5)

# 0dhad primérného cekdni a jeho 95% interval spolehlivosti
predict(

object = mod gejzir,

newdata = data tri delky,

interval = "confidence"
)
fit lwr upr
1 72.58224 70.12340 75.04108
2 94.25641 93.00519 95.50763

3 105.91981 104.22778 107.61184

Sloupec fit je odhadnuté primérné ¢ekani — stejné ¢islo, jaké lezi na pfimce. Sloupce lwr a upr (z
anglického lowera upper) jsou dolni a horni hranice intervalu. Po dvouminutové erupci je interval
siroky 4,9 minuty, u pramérné délky erupce jen 2,5 minuty a po erupci dlouhé 4,5 minuty 3,4
minuty. Prostfedni fadek tedy odpovida nejuzsimu mistu pasu.

Kdyz stejny vypocet zopakujeme pro mnoho délek erupce v celém pozorovaném rozsahu a hranice
spojime Carami, dostaneme cely pas. Délky erupce a hranice pasu spocitame takto:

# Padesat délek erupce od nejkratSi po nejdelsi pozorovanou
data mrizka <-
data. frame(
delka erupce min = seq(
from = min(data gejzir$delka erupce min),
to = max(data gejzir$delka erupce min),
length.out = 50

# Pro kazdou délku odhadnuté cekani (fit) a hranice intervalu (lwr, upr)
mat pas <-
predict(
object = mod gejzir,
newdata = data mrizka,
interval = "confidence"
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Body, pfimku a obé hranice pasu nakreslime takto:

# Body erupci

plot(
x = data_gejzir$delka erupce min,
y = data gejzir$cekani min,

xlab = "Délka erupce (min)",

ylab = "Cekani na dal3i erupci (min)",
pch = 16,

col = "#BA8BABA",

cex = 1.3,

cex.axis = 1.2,
cex.lab = 1.3

# 0dhadnutd primka plnou carou, hranice pdsu prerusSované
lines(

x = data_mrizka$delka erupce min,

y = mat pas[, "fit"],

col = "#5D2890",

lwd = 2

x = data _mrizka$delka erupce min,
y = mat pas[, "lwr"],
col = "#5D2890",

lty = 2,
lwd = 2
)
lines (

x = data_mrizka$delka erupce min,
y = mat_pas[, "upr"],

col = "#5D2890",

1ty = 2,

lwd = 2
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Funkce lines () pfida do jiz nakresleného grafu ¢aru spojujici zadané body. Pas nekreslime mimo
pozorovany rozsah délek erupce: tam model nema data, o ktera by se opfel.

Doplriujici: kratsi alternativa pomoci geom_smooth()

V balicku {ggplot2} nakresli pfimku i pas jedind vrstva geom_smooth(method = "1m").
Argument se = TRUE prida pas spolehlivosti, se = FALSE nakresli jen pfimku. Zkratka se
hodi pro rychly graf, ale hranice pasu jako ¢isla nevrati; ty ziskame z predict().

# Body erupci, primka modelu a 95% pas spolehlivosti
ggplot2::ggplot(
data = data gejzir,
mapping = ggplot2::aes(
x = delka erupce min,
y = cekani _min
)
) +
ggplot2::geom point(colour = "#B8A8A8A") +
ggplot2::geom smooth(
method = "1m",
formula = y ~ x,
se = TRUE,
colour = "#5D2890",
fill = "#86579E"
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) +
ggplot2::labs(

x = "Délka erupce (min)",
y = "Cekdni na dal3i erupci (min)"
) +

ggplot2::theme bw(base size = 14)

Cekani na dalsi erupci (min)
= =

(o] o [

o o o

1 1 1

o)
o
1

~
o
1

60 -

Délka erupce (min)

13.5 Co pas netika

Na co si dat pozor

- Pas neobsahuje 95 % erupci. Mimo pas lezi 81 % erupci (95 ze 117). Pas popisuje, kde mize
lezet prumérny trend, nikoli kde lezi jednotliva ¢ekani. To, Ze vétsina bodii lezi mimo pés,
proto samo o sobé neni znamkou $patného modelu.

- Pas nerika, jak dlouho budeme ¢ekat po jedné konkrétni piisti erupci. Jedna erupce
se od pramérného trendu odchyli, stejné jako se od pfimky odchyluji uz pozorované body.
Rozsah pro jedno nové cekani musi zahrnout dvé nejistoty soucasné: nejistotu polohy
trendu a rozptyleni jednotlivych ¢ekani kolem néj. Takovy rozsah se nazyva predikéni
interval (anglicky prediction interval) a je $irsi nez pas; jeho vypocet zde nepotfebujeme.

- Pas neovéruje, ze primka je vhodny model. Plati jen tehdy, kdyZ pfimka data pfiméfené
popisuje (proto kontrolujeme residua), a jen v rozsahu pozorovanych délek erupce.

Vzor zapisu: pramérné ¢ekani a pas spolehlivosti
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,Po erupcich dlouhych 4 minuty model odhaduje primérné ¢ekani na dalsi erupci 99,25
minuty (95% CI [97,91; 100,60] minuty):*

K obrazku: ,PIna ¢ara ukazuje pifimku linearnitho modelu, svétly pas je 95% pas spolehlivosti
pro pramérné ¢ekani po erupcich dané délky:*

14 MizZe jedna erupce zménit sklon?

Pas spolehlivosti se k okrajim rozsifuje: ¢im dal od pramérné délky erupce, tim méné presné
zname vysku pfimky. Na okrajich rozsahu ma pfimka nejméné opory, a jedna erupce ji tam proto
muze snaz naklonit. Zatim jsme pracovali se 117 erupcemi, ale pfi pfipravé dat jsme tfi erupce
vyftadili (viz rimeéek o vzniku souboru). Vratime je zpét, oznacime je pismeny A, B a C a podivame
se, co s pfimkou udélaji:

# Tri erupce vyrazené pri pripravé dat (hodnoty z archivu GeyserTimes);
# v kazdém sloupci jsou v poradi erupce A, B a C
data vyrazene <-
data. frame(

oznaceni = c("A", "B", "C"),

eruption id = c(1461337, 1468130, 1471579),

date = as.Date(x = c("2024-06-04", "2024-07-08", "2024-08-01")),

cekani min = c(94, 121, 106),

duration = c(121, 256, 41)

# Délku erupce prevedeme ze sekund na minuty
data vyrazene$delka erupce min <-
data vyrazene$duration / 60

# Pripojime je za erupce lekce; stac¢i dva sloupce modelu
vec sloupce modelu <- c("delka erupce min", "cekani min")

data gejzir 120 <-
rbind(
data _gejzir[, vec sloupce modelul,
data vyrazene[, vec sloupce modelu]

nrow(x = data gejzir 120)

[1] 120
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Obrazek 15: Erupce lekce (Sedé) s pfimkou a pasem spolehlivosti odhadnutymi z nich a tfi
vyfazené erupce A, B a C (oranzoveé).

Ktera z vytazenych erupci by pfimku po vraceni do dat naklonila nejvic?

« A: Erupce dlouha asi 2,0 minuty, po které se cekalo 94 minut.
« B: Erupce dlouha asi 4,3 minuty, po které se ¢ekalo 121 minut.
« C: Erupce dlouha jen 41 sekund, po které se cekalo 106 minut.

Odpoved: erupce C

Nejvic pfimku nakloni erupce C. Lezi nejdal od primérné délky erupce a zaroven daleko od
primky. Pro¢ pravé tato kombinace rozhoduje, ukazou nasledujici dvé kapitoly.

Stejny model odhadneme ze vsech 120 erupci:
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# Stejny vzorec modelu, data se 120 erupcemi
mod gejzir 120 <-
Tm(
formula = cekani min ~ delka erupce min,
data = data gejzir 120

coef(object = mod gejzir 120)

(Intercept) delka erupce min
51.75863 11.91734

Tii erupce navic zménily sklon z 13,34 na 11,92 minuty ¢ekani na minutu erupce, tedy o 1,42. To
je asi 2,2nasobek standardni chyby sklonu (0,66). Tti pozorovani z 120 tak posunula odhad vic,
nez kolik odpovida jeho vybérové variabilité vyjadfené standardni chybou.

14.1 Krajni erupce maji delsi paku

Ve srovnani variant aplikace jsme pfimku pfirovnali k houpacce: body rozprostfené daleko od
sebe ji drzi pevné. Plati to i obracené: jedna erupce daleko od primérné délky ma delsi paku a
muze piimku naklonit vic nez erupce uprostred. Tuto vlastnost kazdého pozorovani méii pakovy

efekt (anglicky leverage); mohli jste se s nim setkat uz v dopliujicim ramecku minulé lekce. V R
jej vrati funkce hatvalues():

# Pakovy efekt kazdé ze 120 erupci
vec_ pakovy efekt <-
hatvalues(model = mod gejzir 120)

# Pakovy efekt erupci A, B a C (posledni tri radky)
data. frame(

oznaceni = data vyrazene$oznaceni,

pakovy efekt = tail(x = vec_pakovy efekt, n = 3)

oznaceni pakovy efekt

118 A 0.02911552
119 B 0.01213255
120 C 0.07915036

# Rozsah pakového efektu vSech erupci
range(vec pakovy efekt)
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[1] 0.00833377 0.07915036

plot(
# Pakovy efekt zdavisi jen na délce erupce
x = data_gejzir 120%delka erupce min,
y = vec pakovy efekt,
# Misto nad nejvyssim bodem pro jeho popisek
ylim = c(0, 1.15 * max(vec pakovy efekt)),
xlab = "Délka erupce (min)",

ylab = "Pakovy efekt",
pch = 16,

col = "#BABABA",

cex = 1.3,

cex.axis = 1.4,
cex.lab = 1.4

# Tri vrdacené erupce zvyraznime oranzové

points (
x = tail(x = data gejzir 120%delka erupce min,
y = tail(x = vec_pakovy efekt, n = 3),
pch = 16,
col = "#F3A712",
cex = 1.8

# Pismena A, B a C nad vracenymi erupcemi
text(
x = tail(x = data gejzir 120%$delka erupce min,
y = tail(x = vec_pakovy efekt, n = 3),
labels = data vyrazene$oznaceni,
pos = 3,
font = 2

# Primérnad délka erupce

abline(
v = mean(x = data gejzir 120%$delka erupce min),
lty = 2,
col = "#5D2890"
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Pakovy efekt nema jednotky. Nejmensi je u erupci blizko prumérné délky (0,008) a roste na obé
strany, stejné jako se rozsifuje pas spolehlivosti. Vyjadiuje, jak daleko lezi délka jedné erupce od
prumérné délky, poméfeno rozprostienim vSech délek, tedy druhou ingredienci standardni chyby.
Cekani na dalsi erupci ani residuum na pakovy efekt vliv nemaji: erupce C ma nejvétsi pakovy
efekt (0,079) jen proto, Ze trvala nejkratsi dobu. Erupce A (0,029) lezi dal od pramérné délky nez
erupce B (0,012).

14.2 Cookova vzdalenost: co kdyby erupce chybéla?

Dlouha paka sama o sobé pfimku nenakloni. Erupce s velkym pakovym efektem, ktera lezi pfimo
na pfimce, by sklon nezménila. Vliv vznika teprve tehdy, kdyz se dlouha paka potka s velkym
residuem. Oboji spojuje do jednoho ¢isla Cookova vzdalenost (anglicky Cook’s distance). Pro
kazdou erupci vyjadiuje, jak moc by se zménily odhadnuté hodnoty vsech erupci, kdybychom
praveé tuto erupci vynechali a pfimku odhadli znovu.

Jak spolu paka a residuum pusobi, ukazuji simulovana data na obrazku nize. Ve vSech ¢tyfech
panelech jsou stejné sedé body a jeden pfidany oranzovy bod, ktery méa malé nebo velké residuum
a maly nebo velky pakovy efekt. PIna piimka je odhadnuta s pfidanym bodem, pierusovana bez
néj.
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= bezbodu == sbodem

mala paka, malé residuum mala paka, velké residuum

pakovy efekt 0,05, Cookova vzdalenost 0,004 pakovy efekt 0,05, Cookova vzdalenost 0,300
16 1
12 1
8 .
4 B

> velka paka, malé residuum velka paka, velké residuum

pakovy efekt 0,65, Cookova vzdalenost 0,049 pakovy efekt 0,65, Cookova vzdalenost 6,770
16 1
12 1
8 .
4 g

0 5 10 15 0 5 10 15
X

Obrazek 16: Simulovana data: stejné Sedé body a jeden pfidany oranzovy bod se ¢tyfmi kombi-
nacemi pakového efektu a residua. Plna pfimka je odhadnuta s pfidanym bodem, pferusovana
bez néj. V zahlavi je pakovy efekt a Cookova vzdalenost pridaného bodu.

Bod uprostfed s malym residuem pfimku téméf nezméni (Cookova vzdalenost 0,004). Velké
residuum uprostted ji jen posune nahoru (0,3) a bod s dlouhou pakou, ktery lezi blizko pfimky,
ji jen potvrdi (0,05). Teprve kdyz se dlouha paka potka s velkym residuem, pfimka se vyrazné
natoci (6,8).
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# Cookova vzddlenost kazdé ze 120 erupci
vec cookova vzdalenost <-
cooks.distance(model = mod gejzir 120)

# Erupce A, B a C: délka, residuum, pakovy efekt a Cookova vzdalenost
data.frame(
oznaceni = data_vyrazene$oznaceni,
delka erupce min = tail(x = data gejzir 120%$delka erupce min, n = 3),
residuum = tail(x = resid(object = mod gejzir 120), n = 3),
pakovy efekt = tail(x = vec_pakovy efekt, n = 3),
cookova vzdalenost = tail(x = vec cookova vzdalenost, n = 3)

oznaceni delka erupce min residuum pakovy efekt cookova vzdalenost

118 A 2.0166667 18.20806 0.02911552 0.07159345
119 B 4.2666667 18.39403 0.01213255 0.02940799
120 C 0.6833333 46.09785 0.07915036 1.38673477

Erupce A a B lezi nad pfimkou zhruba stejné daleko (residuum 18,2 a 18,4 minuty). Erupce A je
ale dal od pramérné délky, ma delsi paku, a proto vyssi Cookovu vzdalenost (0,072 proti 0,029).
Erupce C spojuje nejvétsi pakovy efekt s nejvétsim residuem a jeji Cookova vzdalenost (1,39) je
mnohonasobné vyssi nez u vsech ostatnich.

Tfi pojmy proto drzime oddélené. Odlehlé pozorovani ma velké residuum, lezi daleko od piimky.
Pozorovani s velkym pakovym efektem lezi daleko od primérné hodnoty prediktoru. Vlivné
pozorovani vyrazné méni odhad, a to obvykle tehdy, kdyZ se oboji potka. Erupce A a B jsou
odlehlé, ale vlivna je jen erupce C.

Cookovy vzdalenosti vsech erupci zobrazime v poradi fadka tabulky. Pferusovana ¢ara ukazuje
orienta¢ni hodnotu 4/n, kde n je pocet erupci v modelu:
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# Orientacni hodnota 4/n
hranice cook <- 4 / nrow(x = data gejzir 120)

plot(
# Kazda svisla carka predstavuje jednu erupci
X = vec_cookova vzdalenost,

type = "h",

wd = 2,

col = "#BABABA",

xlab = "Poradi erupce v datech",
ylab = "Cookova vzdalenost",

cex.axis = 1.4,
cex.lab = 1.4

abline(
# Orientacni cdra, nikoli hranice pro mazani dat
h = hranice cook,
1ty = 2,
lwd = 2,
col = "#5D2890"
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Poradi erupce v datech

Vedle erupce C se vSechny ostatni ¢arky i ¢ara 4/n kréi u nuly. Hodnotu 4/n pfesahuje Cookova
vzdalenost jen u 2 erupci: kromé C také u erupce A. Hodnota 4/n neni pfisna hranice. Oznacuje
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pozorovani, na ktera se vyplati podivat bliz. Jak velky vliv erupce C ma4, zjistime pfimo: pfimku
odhadneme znovu bez ni.

# Poradi erupce s nejvétsi Cookovou vzddlenosti
index nejvlivnejsi <-
which.max(x = vec_cookova vzdalenost)

index nejvlivnejsi

120
120

# Stejny model bez této jediné erupce
mod gejzir bez c <-
Tm¢(
formula = cekani _min ~ delka erupce min,
data = data_gejzir 120[-index_nejvlivnejsi, 1

coef(object = mod gejzir bez c)

(Intercept) delka erupce min
46.96372 13.13583

Bez jediné erupce C se sklon zméni z 11,92 na 13,14 minuty ¢ekani na minutu erupce. Tato jedna
erupce tedy zpusobila vétsinu rozdilu mezi modelem se 120 a se 117 erupcemi; zbylé dvé erupce
sklon zménily uzZ jen o 0,20.

14.3 Méni néktera z nasich erupci zaveér?
Stejnou kontrolu udélame pro model, se kterym pracuje cela lekce. Bez erupce C uz je ¢ara 4/nv
grafu dobfe vidét:
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plot(
# Cookova vzdalenost erupci, se kterymi pracuje lekce
X = cooks.distance(model = mod gejzir),

type = "h",

lwd = 2,

col = "#BABABA",

xlab = "Poradi erupce v datech",
ylab = "Cookova vzdalenost",

cex.axis = 1.4,
cex.lab = 1.4

abline(
# Orientacni hodnota 4/n pro 117 erupci
h =4 / nrow(x = data gejzir),
lty = 2,
wd = 2,
col = "#5D2890"
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Poradi erupce v datech

Funkce dfbeta () vrati pro kazdou erupci, o kolik by se zménil kazdy koeficient, kdybychom pravé
tuto erupci vynechali. Tim se podivame bliz na vSechny erupce najednou:
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# NejvétSi Cookova vzddlenost a orientacni hodnota 4/n pro 117 erupci
max (cooks.distance(model = mod gejzir))

[1] 0.05936129
4 / nrow(x = data gejzir)
[1] 0.03418803

# Zména sklonu po vynechani kazdé jednotlivé erupce
vec_zmena_ sklonu <-
dfbeta(model = mod gejzir)[, "delka erupce min"]

# Nejvétsi zména sklonu bez ohledu na smér
max (abs(x = vec_zmena_sklonu))

[1] 0.1754164

Hodnotu 4/n pfekracuje Cookova vzdalenost u 3 erupci. Nejvétsi z téchto hodnot je ale 0,059,
tedy mnohem méné neZ u erupce C. A hlavné: vynechani kterékoli jednotlivé erupce, vetné
téchto 3, zméni sklon nejvys o 0,18 minuty ¢ekani na minutu erupce. To je asi 27 % standardni
chyby sklonu (0,66). Zadna jednotliva erupce naseho souboru zavér nenese. Vliv jednoho
pozorovani proto ¢teme na stejném méfitku jako nejistotu: zménu sklonu po vynechéni erupce
porovname se standardni chybou.

14.4 Co s vlivnym pozorovanim?

Vlivné pozorovani nejdiiv provéfime, nemazeme

+ Velka Cookova vzdalenost neni diivod pozorovani smazat. Je to divod podivat se na né bliz.

« Ovyftazenirozhoduje znalost dat: chyba zaznamu, jiny druh udalosti nebo pozorovani mimo
proces, ktery chceme popsat. Samotna vlivnost davodem neni.

« Kdyz si nejsme jisti, uvedeme vysledek s pozorovanim i bez né;.

U erupce C mame duvod, ktery nezavisi na tom, jak nakloni pfimku. Trvala jen 41 sekund, tedy
méné, nez je rozsah 1,5 az 5 minut uvadény National Park Service. Mohlo jit o chybu zaznamu
nebo o neobvyklou udalost mimo bézné erupce, které chceme popsat. Je to stejny druh davodu,
kvuli kterému jsme uz pfi pfipravé dat ponechali jen ¢ekani od 50 do 127 minut.

Erupce A a B takovy divod nemaji. Odstranili jsme je jen proto, aby vyukovy ptiklad vypadal
prehlednéji. Jak jsme ukazali, tyto dvé erupce sklon téméf neovliviiuji, a podle pravidla vyse
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bychom je po takovém ovéfeni v datech ponechali. Zavéry lekce se tim neméni: sklon by se
posunul jen o 0,20, mnohem méné, nez je jeho standardni chyba.

15 Co muzeme rict o Old Faithful?

Vratme se k hlavni otazce: o kolik déle cekame po delsi erupci — a jak jisté to vime?

V zaznamenanych datech od ¢ervna do srpna 2024 se dvé erupce, jejichz délky se lisi o jednu
minutu, podle modelu v praméru lisi ¢ekanim na dalsi erupci o 13,34 minuty. To je velikost
vztahu. 95% interval spolehlivosti saha od 12,03 do 14,64 minuty ¢ekani na minutu erupce. To je
presnost odhadu: data a model jsou slucitelné s timto rozsahem kladnych skloni, ne pouze s
jedinym ¢islem.

Interval se vztahuje ke sklonu, tedy k primérnému rozdilu ¢ekani mezi erupcemi rizné délky.
Pro zvolenou délku erupce mizeme odhadnout i samotné pramérné ¢ekani: po erupcich dlouhych
4 minuty je to podle modelu 99,25 minuty (95% CI [97,91; 100,60] minuty). Ani tento interval ale
nefika, jak dlouho budeme ¢ekat po jedné konkrétni budouci erupci: ta se od pramérného trendu
odchyli o své vlastni rozptyleni, jak ukazal pas spolehlivosti a body mimo néj.

Odhad pfitom nestoji na jediné erupci: vynechani kterékoli z 117 erupci zméni sklon nejvys o
0,18, tedy asi 0 27 % jeho standardni chyby. Erupci dlouhou jen 41 sekund jsme vytadili z divodu,
ktery nesouvisi s tim, jak nakloni pfimku: lezi mimo rozsah délek, které chceme popsat.

Interpretace stale zavisi na pouzitém modelu a na zptisobu ziskani dat. Dobrovolnicka pozorovani
nejsou ndhodny vybér vsech erupci. Rozdéleni podle mésict ukazalo, ze se odhad sklonu mezi
obdobimi lisi; ze tfi mésict ale nepozname, zda jde jen o vybérovou variabilitu, nebo i o zménu
chovani gejziru. Vysledek proto ¢teme jako opatrny odhad vztahu v zachyceném obdobi, nikoli
jako neménny pfirodni zakon.

16 Co bude nasledovat dal

V této lekci jsme k odhadu sklonu ptidali jeho nejistotu: standardni chybu, interval spolehlivosti a
pas spolehlivosti kolem primky. Ovéfili jsme také, Ze odhad nestoji na jediné erupci. V nasledujici
lekei se zeptame, jak pomoci dat posoudit konkrétni tvrzeni o parametru modelu — naptiklad
zda jsou data slucitelna s tim, 7e délka erupce s ¢ekanim viibec nesouvisi. Vratime se ptitom ke
sloupctim t value a Pr(>|t|), které jsme zatim pfeskocili.

17 Shrnuti

« Jiny vybér pozorovani dava jiny odhad sklonu; tuto promeénlivost mezi vybéry nazyvame
vybérova variabilita.

« Ve vystupu summary() popisuje Estimate velikost vztahu a Std. Error jeho pfesnost. Stan-
dardni chyba odhaduje z jediného vybéru, jak moc by se odhady typicky lisily mezi vybéry
stejné velikosti. U sklonu ji zvétsuji velka residua a zmensuji ji Siroce rozprostfené hodnoty
prediktoru a vice pozorovani; klesa s odmocninou z jejich poctu.
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+ 95% interval spolehlivosti z confint() ukazuje rozsah sklont slucitelnych s daty a modelem.
Hladina spolehlivosti 95 % popisuje Gspésnost postupu pfi opakovani, nikoli podil pozorovani
uvnitf intervalu ani dtikaz hypotézy.

« Pas spolehlivosti kolem piimky ukazuje nejistotu primérného trendu pro kazdou délku erupce;
hranice ziskame z predict() s interval = "confidence". Je nejuzsi u primérné délky erupce
a neobsahuje 95 % erupci.

« Pakovy efekt (hatvalues()) ukazuje, jak daleko leZi pozorovani od pruméru prediktoru; Coo-
kova vzdalenost (cooks.distance()) spojuje pakovy efekt s velikosti residua. Zménu sklonu po
vynechani pozorovani porovnavame se standardni chybou. Vlivné pozorovani provéiime driv,
nez o ném rozhodneme; jen kvuli vlivu je nemazeme.

« Védecky zapis spojuje interpretaci v bézném jazyce s odhadem, standardni chybou, intervalem
a jednotkami.

17.1 Zavérecéna otazka

Nékdo vam ukaze jen titulek ,Po minuté erupce navic ¢ekame o 13,34 minuty déle“. Co potfebujete
vidét, nez titulku uvérite?

Mozné otazky

Jak vypada bodovy graf a graf residui — sedi primka k datim? Je v grafu kolem piimky pas
spolehlivosti, aby bylo vidét, jak pfesné zname pramérny trend? Kolik erupci autor mél, kdy
a jak byly zaznamenany? Jak presny je odhad — jaka je standardni chyba a 95% interval
spolehlivosti? Neméni zavér jedna erupce, a vyradil autor nékteré erupce, pfipadné proc¢?
Méni se sklon mezi obdobimi? A tvrdi titulek jen pramérny rozdil mezi erupcemi razné délky,
nebo i to, ze delsi erupce ¢ekani zptisobuje?

Slovni¢ek pojmi
Pojmy pouZzité v téchto materialech a jejich definice. Uplny priibézné aktualizovany slovnicek je
dostupny také online.

Interaktivni slovnicek je dostupny online: https://cuni-natur-biostatistics.github.io/slovnik/

57


https://cuni-natur-biostatistics.github.io/slovnik/

	1 Úvod
	2 Výsledky učení
	3 Každý řádek je jedna erupce
	4 Delší erupce, delší čekání?
	4.1 Sedí přímka k datům?

	5 Pepa: jeden měsíc, jeden odhad
	6 Mařenka a Karel: jiné měsíce, jiné přímky
	7 Sto hlášení v aplikaci GeyserWatch
	8 Co měří standardní chyba?
	9 Co dělá sklon stabilnějším?
	10 Standardní chyba z jediného výběru
	10.1 Typická velikost residua
	10.2 Rozptýlení délek a počet erupcí
	10.3 Souhlasí vzorec se simulací?
	10.4 Obvyklý zápis vzorce

	11 Kde ve výstupu najdeme velikost a přesnost?
	11.1 Co říká standardní chyba o našem sklonu?

	12 Jak vyjádřit rozsah nejistoty?
	12.1 Připomenutí kvantilů
	12.2 Od odhadu a standardní chyby k intervalu
	12.3 Jak se interval mění s požadovanou hladinou spolehlivosti?
	12.4 Jak číst hladinu spolehlivosti?

	13 Jak přesně známe celou přímku?
	13.1 Sto hlášení, sto přímek
	13.2 Pás spolehlivosti kolem přímky
	13.3 Kdy je pás široký?
	13.4 Pás v číslech: predict()
	13.5 Co pás neříká

	14 Může jedna erupce změnit sklon?
	14.1 Krajní erupce mají delší páku
	14.2 Cookova vzdálenost: co kdyby erupce chyběla?
	14.3 Mění některá z našich erupcí závěr?
	14.4 Co s vlivným pozorováním?

	15 Co můžeme říct o Old Faithful?
	16 Co bude následovat dál
	17 Shrnutí
	17.1 Závěrečná otázka

	Slovníček pojmů

